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Kas yra topologija? Atsakyti į šį klausimą ne taip paprasta. 
Norint visapusiškai įvertinti tuos uždavinius, kuriuos sprendžia 
ši mokslo šaka, būtina atsidėjus išnagrinėti daugybę sudėtingų 
matematikos teiginių. Šioje nedidelėje knygelėje net nesistengsi- 
me atsakyti į tą klausimą. Svarbiausia, ką mėginsime padaryti, 
tai išnagrinėti kai kuriuos su topologija susijusius matematinius 
faktus ir parodyti, kad dauguma iš jų gali būti panaudoti spren- 
džiant įvairius uždavinius, kuriuos vadiname „jdomiaisiais“. 

Nuo tokių uždavinių ir pradėkime. Tikimės, kad, perskaitę šią 
knygelę, rimtai ir ilgam susidomėsite topologija. 


1. UNIKURSALIOSIOS FIGŪROS 


XVIII a. Karaliaučiuje (dabar Kaliningrade) per Priegliaus 
upę buvo pastatyti 7 tiltai, kurie sujungė jos krantus su. dviem 
salomis, esančiomis miesto teritorijoje (1 pav.). 


Pasakojama, kad kartą vienas miesto gyventojas paklausęs 
kaimyną, ar jis galėtų, eidamas po 1 kartą per kiekvieną tiltą, 
sugrįžti į tą vietą, iš kurios išėjo. 

Tuo uždaviniu daug kas susidomėjo, bet nė vienas miesto gy- 
ventojas nesugebėjo jo išspręsti. 

Uždavinys patraukė į įvairių šalių mokslininkų dėmesį. Jį 1736 m. 
išsprendė žymus šveicarų matematikas L. Oileris, tuo metu gy- 
venęs Peterburge ir nė karto nebuvęs Karaliaučiuje. Beje, L. Oi- 
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leris ne. tik išsprendė tą uždavinį, bet ir sukūrė metodą pana- 
šiems uždaviniams spręsti. 

Septynių tiltų uždavinį L. Oileris sprendė šitaip: taškais B ir 
C pažymėjo upės krantus, taškais A ir D — salas, o linijomis 一 
tiltus, jungiančius krantus ir salas; taip gavo figūrą, pavaizduotą 
2 paveiksle. 


C 


> 
a 


2 pav. 


Tokia figūra vadinama graju, taškai A, B, C, D — grafo viršū- 
nėmis, o viršūnes jungiančios linijos — grafo briaunomis (lankais). 

Oileris suskaičiavo, kiek yra briaunų, išeinančių iš kiekvienos 
grafo viršūnės (2 pav.). Iš viršūnių B, C ir D išeina po 3 briau- 
nas, iš viršūnės A — penkios briaunos. Grafo viršūnes, iš kurių 
išeina nelyginis skaičius briaunų, jis pavadino nelyginėmis viršū- 
nėmis, o viršūnes, iš kurių išeina lyginis skaičius briaunų,— ły- 
ginėmis. Nagrinėjamojo grafo visos viršūnės buvo nelyginės. 

Spręsdamas tą uždavinį, Oileris nustatė šias keturias grato ! 
B 

Grafo nelyginių viršūnių skaičius visada lyginis. Neįmano- 
ma Aubraižyti grafo, kurio nelyginių viršūnių skaičius būtų ne- 
lyginis. 

2. Jeigu visos grafo viršūnės lyginės, tai tą grafą galima nu- 
braižyti neatitraukiant pieštuko nuo popieriaus ir nekartojant li- 
nijų; be to, braižyti galima pradėti iš bet kurios viršūnės ir baigti 
toje pačioje viršūnėje. 

3. Graią, kuris turi dvi nelygines viršūnes, galima nubraižyti 
neatitraukiant pieštuko nuo popieriaus, tik reikia pradėti iš vie- 
nos nelyginės viršūnės ir baigti kitoje. 


4. Neatitraukiant pieštuko nuo popieriaus neįmanoma nubrai- 
žyti grafo, kuris turėtų daugiau kaip dvi nelygines viršūnes. 

Kadangi grafas, atitinkantis septynių tiltų uždavinį, turi ke- 
turias nelygines viršūnes, tai jo negalima nubraižyti neatitrau- 
kiant pieštuko nuo popieriaus. Taigi negalima, einant per kiek- 
vieną tiltą po vieną kartą, grįžti į tą pačią vietą, iš kur išeita. 


! Tiksliau 一 jungiojo grafo (žr. 5 skirsnį). 


Išnagrinėsime dar vieną uždavinį, analogišką septynių tiltų 
uždaviniui. 

l uždavinys. Ar galima prie vinių A, B, C, D, K, M pri- 
rišti virvutę, kaip parodyta 3 paveiksle, jos neperkirpus ir nesu- 
dvejinus? 

Sprendimas. Paveiksle matyti, kad iš viršūnių A, B, C 
ir D, išeina po tris briaunas, o iš viršūnių M ir K — po penkias. 
Taigi visos šešios viršūnės yra -nelyginės. Pasirėmus Oilerio nu- 


B M C 


3 pav. 4 pav. 


statyta 4 savybe, galima tvirtinti, kad negalima pririšti virvutės, 
kaip reikalaujama sąlygoje. 

Dabar, neatitraukdami pieštuko nuo popieriaus, nubrėšime dvi 
savikirtes kreivės: vieną — taip, kad jos pradžia sutaptų su pabai- 
ga (4 pav., a), o kitą — kad pradžia ir pabaiga būtų skirtinguose 
taškuose (4 pav., b). Galime sakyti, kad nubraižėme grafus, jeigu 
kreivės savikirtos taškus bei jos pradžią ir pabaigą laikysime 
viršūnėmis. ; 

Suskaičiuosime, kiek yra briaunų, išeinančių iš tų viršūnių. 
4 paveiksle, a, matome, kad iš kiekvienos . graio viršūnės išeina 
lyginis skaičius briaunų, o iš 4 paveiksle, b, pavaizduoto grafo 
kiekvienos viršūnės, išskyrus viršūnes A ir B. išeina taip pat lygi- 
nis skaičius briaunų. 

Šis ir kiti panašūs pratimai įtikina, kad visi grafai, kuriuos 
galima nubraižyti neatitraukiant pieštuko nuo popieriaus, turi 2 
ir 3 Oilerio savybes. 

Figūra (grafas), kurią galima nubraižyti neatitraukiant pieš- 
tuko nuo popieriaus ir antrą kartą nebrėžiant tos pačios linijos, 
vadinama unikursalioja figūra. 

2 uždavinys. Nedidelėje giraitėje (5 pav.) gyvena kiškis. 
Iššokęs iš slėptuvės ir pabėgiojęs po sniegą nuo medžio prie. me- 
džio, jis pasislėpė po vienu medžiu, ir liko tik jo pėdsakai. Kur 
dabar yra. kiškis? Po kuriuo medžiu jo slėptuvė? Kiek sprendinių 
turi šis uždavinys? 


和 


Sprendimas. Kiekvieną medį laikysime grafo viršūne, o 
kiškio pėdsakus nuo medžio prie medžio — grafo briaunomis. Ne- 
sunku įsitikinti, kad visos grafo viršūnės (išskyrus B ir L) yra 
lyginės. Vadinasi, arba dabar kiškis yra po medžiu, pažymėtu 


5 pav. 6 pav. 


raide L, o jo slėptuvė po medžiu, pažymėtu raide B, arba at- 
virkščiai. 

Uždavinys turi du sprendinius. 

. Jeigu nagrinėjamojo grafo visos viršūnės būtų lyginės, tai už- 
davinys turėtų tiek sprendinių, kiek yra viršūnių; be to, kiškis 
tikrai būtų savo slėptuvėje. 

Dabar išnagrinėsime figūrą, pavaizduotą 6 paveiksle. Si tigū- 
ra turi tik dvi nelygines viršūnes. Pagal 3 savybę ją galima nu- 
braižyti neatitraukiant pieštuko nuo popieriaus. Pažymėsime, kad 
linijų, nubrėžtų neatitraukiant pieštuko, yra perpus mažiau negu 
nelyginių viršūnių. 

Figūros, pavaizduotos 7 paveiksle, negalima. nubraižyti neati- 
traukiant pieštuko nuo popieriaus: ta figūra turi keturias nely- 
gines viršūnes. Jos negalima nubraižyti nė karto neatitraukiant 


= % 


7 pav. 8 pav. 


pieštuko. Ir vėl linijų, nubrėžtų neatitraukiant pieštuko nuo po- 
pieriaus, yra perpus mažiau negu nelyginių viršūnių (4:2=2). 
Figūrą, pavaizduotą 8 paveiksle, galima nubraižyti pieštuką ati- 
traukiant 3 kartus, o pavaizduotą 9 paveiksle — 4 kartus. Ir šiuo 
atveju mažiausias taip nubrėžtų linijų skaičius lygus pusei nely- 
ginių viršūnių skaičiaus (8:2=4, 10 :2=5). 
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Taigi mažiausias skaičius grafą sudarančių linijų, kurias ga- 
lima nubrėžti neatitraukiant pieštuko nuo popieriaus, lygus pusei 
to graio nelyginių viršūnių skaičiaus. 


Uždaviniai ir pratimai 


1. Kokios unikursaliosios figūros pradžia ir pabaiga sutam- 
pa? Nubraižykite vieną tokią figūrą. 

2. Kokios unikursaliosios figūros pradžia ir pabaiga nesutam- 
pa? Nubraižykite vieną tokią figūrą. k 

3. Kurios iš 10 paveiksle parodytų figūrų yra unikursalios? 
Pavaizduokite rodyklėmis kiekvienos unikursaliosios figūros vieną 
apėjimo variantą. 


a 
= b C d 
10 pav. 


4. Įrodykite štai ką: jeigu septynių tiltų uždavinyje tiltų bū- 
tų vienu daugiau arba mažiau, tai būtų galima pereiti visus til- 
tus taip, kad kiekvienu eitume tik kartą. Nubraižykite atitinka- 
mą graią. 

5. Kokias lietuvių abėcėlės raides galima parašyti neatitrau- 
kiant pieštuko nuo popieriaus? ` g 

6. Kartą pionieriai paprašė vadovę organizuoti ekskursiją po 
didelį miesto parką. Pionierių vadovė, parodžiusi vaikams parko 


12 pav. 


planą (11 pav.), pasiūlė šitokį uždavinį: „Raskite tą sankryžą, 
iš kurios išėjus, visais takeliais galima pereiti tik vieną kartą“. 
Išspręskite tą uždavinį ir jūs. 

7. Kiek kartų mažiausiai pieštuką reikia atitraukti nuo popie- 
riaus braižant bet kurią iš 12 paveiksle pavaizduotų figūrų? 


13 pav. 


8. Sniego valymo mašinos vairuotojas pastebėjo, kad, kiekvie- 
na miesto gatve pravažiavęs tik vieną kartą, darbą baigs toje 
sankryžoje, ties kuria yra garažas. 13 paveiksle pateikta miesto 
gatvių schema. Nuo kurios sankryžos turi pradėti darbą vairuo- 
tojas ir ties kuria sankryža yra garažas? 


2. „SIŪLŲ GEOMETRIJA“ 
Imkime keletą siūlų, kurių galai arba surišti, arba laisvi. Kiek- 


viename siūle yra po keletą mazgų (14, 15 pav.). Suskaičiuosi- 
me, kiek yra mazgų ir kiek yra tarpų tarp mazgų. 


NAM CR 
—— An 


14 pav. 15 pav. 


Imkime siūlus, kurių galai laisvi (14 pav.): 
siūle 4 yra 5 mazgai ir 6 tarpai; 
siūle b yra 6 mazgai ir 7 tarpai; 


siūle c yra 4 mazgai ir 5 tarpai; 

siūle d yra 1 mazgas ir 2 tarpai. 

Dabar imkime siūlus, kurių galai surišti vienas su kitu (15 
pav.): 

siūlę a yra 5 mazgai ir 5 tarpai; 

siūle b yra 7 mazgai ir 7 tarpai; 

siūle c yra 8 mazgai ir 8 tarpai; 

siūle d yra 2 mazgai ir 2 tarpai. 

Cia nesunkiai pastebime šitokį dėsningumą: pirmuoju atveju 
mazgų yra vienu mažiau negu tarpų, antruoju — mazgų tiek pat 
kiek ir tarpų. Mazgų skaičių pažymėjus raide M, tarpų skaičių 一 
raide T, tuos dėsningumus galima užrašyti šitaip: 

T—M=l1, kai siūlo galai laisvi; 

T— M- (O, kai siūlo galai surišti. 

Jeigu siūlo galai laisvi, bet galuose yra mazgai (16 pav.), tai 


M-T=1. 


dk Oi 


16 pav. 


l uždavinys. Iš vieno kaimo į kitą reikia nutiesti elekt- 
ros liniją. Kiek stulpų reikės pastatyti 50 m atstumu vieną nuo 
kito, jeigu atstumas tarp kaimų 2 km? 

Sprendimas. Sis uždavinys atitinka išnagrinėtą trečiąjį 
atvejį: M-—T= 1. Taigi 

T=2000/50=40; M-—40=1; M=41. 


Reikia pastatyti 41 stulpą. 

2 uždavinys. Stačiakampio žemės sklypo ilgis 120 m, plo- 
tis 60 m. Kiek stulpelių reikės tam sklypui aptverti, jeigu jie 
kalami kas 3 m? 

Sprendimas. Pirmiausia rasime sklypo perimetrą: 


2(120 +60) =360. 


Sis uždavinys atitinka išnagrinėtą antrąjį atvejį: T— M= 0. 
Taigi 


T= M=360/3= 120. 
Sklypui aptverti reikia 120 stulpelių. 
Daugeliui „siūliškų“ uždavinių galima nupiešti plokštumoje 
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specialų schemiska piešinį, vadinamą grafu. Siūlo mazgai atitinka 
taškus (grafo viršūnes), tarpai tarp mazgų — lankus (grafo briau- 
nas). Išnagrinėsime grafus, pavaizduotus 17 paveiksle. Matome, 
kad tie grafai sudaryti iš viršūnių, briaunų ir sienų! (dalių, į 
kurias grafas suskaido plokštumą). 17 paveiksle, a, pavaizduotas 
grafas turi 10 viršūnių, 11 briaunų ir 3 sienas (įskaičius išorinę); 
17 paveiksle, b, pavaizduotas grafas turi 5 viršūnes, 9 briaunas 
ir 6 sienas; 17 paveiksle, c,— 10 viršūnių, 14 briaunų ir 6 sienas. 


a b z 


17 pav. 


Nesunku įžvelgti įdomų ryšį tarp grafo viršūnių skaičiaus (V), 
briaunų skaičiaus (B) ir sienų skaičiaus (S): 10—114-3=2 (17 
pav., a); 5 一 9 十 6=2 (17 pav. b); 10—14+6=2 (17 pav., c); tai- 
gi V—B+S=2. Tą dėsningumą pirmasis aptiko L. Oileris,- todėl 
jis ir vadinamas plokščiojo grafo Oilerio formule (plokščiojo gra- 
fo apibrėžimą žr. 4 skirsnyje). 

Atkreipsime dėmesį į tai, kad anksčiau išnagrinėtos formu- 
lės 7— M=0 ir M-T=1 yra Oilerio formulės atskiri atvejai (pa- 
tikrinkite!). | 

3 uždavinys. Vienas kitą kertantys apskritimas ir kvad- 
ratas? suskaido plokštumą daugiausia į 10 dalių. Reikia rasti 
susidariusio grafo briaunų skaičių. 

Sprendimas. Iš uždavinio sąlygos S=10. Raskime šio 
grafo viršūnių skaičių. Kadangi kiekviena kvadrato kraštinė ker- 
ta. apskritimą daugiausia dviejuose taškuose, tai V=4-24+4=12 
(pridedamos 4 kvadrato viršūnės). Tad iš Oilerio formulės B= 20. 


Uždaviniai ir pratimai 


9. Iš kaimo A į kaimą B, esantį už 5 km, reikia nutiesti tele- 
fono liniją. Kiek reikės tai linijai stulpų, jei juos reikia statyti 
po vieną kas 50 m? 


! Sis grafo elementas išskiriamas tik esant tam tikroms sąlygoms. 
2 Čia ir toliau nagrinėjami tik figūrų kontūrai. 
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10. Autobuso maršruto ilgis 15 km. Stotelės turi būti maždaug 
kas 500 m. Kiek reikės autobuso sustojimo vietos ženklų? 

11. Metropoliteno linijų schema popieriaus lapą, kuriame ji 
pavaizduota, dalija į 7 sritis (sienas). Kiek yra metro stotelių, 
jeigu tarp jų yra 77 kelio tarpai? 


12. Tarp punktų A ir B reikia nutiesti vandentiekį. Koks yra 
atstumas AB, jeigu 12 m ilgio vamzdžiams sujungti reikia 50 
movų? !. 

13. Keleivis -panoro nustatyti atstumą tarp dviejų gretimų 
geležinkelio stočių. Jis suskaičiavo ratų smūgius į bėgių sandū- 
ras. Jų buvo 1400. Žinodamas, kad bėgio ilgis 12 m, jis rado rū- 
pimą atstumą. Raskite tą atstumą ir jūs. 

14. Tortą reikia padalyti į 24 dalis. Kiek kartų mažiausiai rei- 
kia pjauti tortą, jei jis kaskart padalijamas tik į dvi dalis? 


3. LABIRINTAI 


Uždaviniai apie labirintus mena tuos senus laikus, kai ap- 
link tvirtoves buvo įrengiami požemiai (labirintai) pagal planą, 
žinomą tik tvirtovės valdovui. Tuose požemiuose valdovas ir jo 
artimieji slėpdavosi nuo priešų, laikydavo brangenybes. Kartais 
ten įmesdavo pasmerktąjį mirti, ir šis, nerasdamas išėjimo, po il- 
gų klaidžiojimų mirdavo iš bado. 


- 18 pav. 19 pav. 


Išnagrinėsime keletą paprasčiausių savybių, kuriomis pagrįs- 
tas kai kurių uždavinių apie labirintus sprendimas. 

Sakykime, duota figūra (18 pav.), apribota nesavikirte užda- 
raja kreive. I. Tos kreivės apribotoje srityje pažymėkime tašką A 
ir iš jo laisvai nubrėžkime spindulius x, y, z, u, v. Nesunku pa- 


! Mova — detalė, jungianti du vamzdžius, kabelius ir t. t. as 
2 Labirintas — graikiškas žodis, reiškiantis statinį su painiais praėjimais. 
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stebėti, kad bet kurio spindulio ir uždarosios kreivės / sankirtos 
taškų skaičius yra nelyginis. 

Ta pat matysime ir spindulius pakeitę atkarpomis (arba lan- 
kais), kurios prasideda taške A ir baigiasi figūros F išorėje (19 
pav.), pavyzdžiui, taške B. 

Suskaičiuosime tų lankų ir kreivės / sankirtos taškus (į krei- 
vės l ir lanko lietimosi taškus nekreipsime dėmesio). 19 paveiks- 
le matome, kad lanko AB ir kreivės ! sankirtos taškų yra trys: 
Cı, Co ir C3. 

Dabar galime užrašyti šitokią savybę. 

1. Jeigu lanko AB ir nesavikirtės uždarosios kreivės l sankir- 
tos taškų skaičius nelyginis, tai vienas iš taškų A ir B yra kreivės 
l apribotos figūros išorėje, o kitas — viduje. 

Norint nustatyti, kuris iš tų taškų (4 ar B) yra išorinis ir ku- 
ris — vidinis, pakanka iš jų laisvai nubrėžti du spindulius ir su- 
skaičiuoti kiekvieno spindulio ir kreivės ! sankirtos taškus. Jeigu 
jų skaičius lyginis, tai spindulio pradžia yra figūros išorėje, o jei- 
gu nelyginis,— viduje. 

Dabar figūros F išorėje laisvai pasirinkimę tašką ir pažymė- 
kime jį rafde A (20 pav.). Iš taško A laisvai nubrėžkime spin- 
dulius x, y, z ir k. Matome, kad tie spinduliai arba nekerta už- 


20 pav. 


darosios kreivės, arba ją kerta. Pastaruoju atveju jų sankirtos 
taškų skaičius (be lietimosi taškų) yra lyginis: 0, 2, 4. 

Jeigu figūros F išorėje imsime du taškus A ir B ir juos su- 
jungsime lankais (21 pav.), tai tų lankų ir kreivės / sankirtos 
taškų skaičius bus taip pat lyginis.. Tą patį matysime ir lankais 
sujungę du figūros F taškus, esančius jos viduje. 

Taigi galime suformuluoti dar vieną savybę. 

2. Jeigu atkarpos (arba lanko) AB ir nesavikirtės uždarosios 
kreivės I sankirtos taškų skaičius yra lyginis, tai abu laškai A ir 
B yra arba figūros F išorėje, arba jos viduje. 


12 


Norint sužinoti, kur yra tie taškai (figūros viduje ar išorėje), 
pakanka iš vieno, sakykime, A, laisvai nubrėžti spindulį. Jeigu 
to spindulio ir kreivės / sankirtos taškų skaičius lyginis (arba jų 
nėra), tai taškas A yra figūros F išorėje; priešingu atveju 一 
viduje. 

Pasliiaidėje tomis savybėmis, spręsime šiuos uždavinius: 

"1 uždavinys. Labirinte, pavaizduotame 22 paveiksle, nu- 
rodyti taškai A, B ir C. Reikia nustatyti: 


F C 


22 pav. 


a) kuriuos du iš nurodytųjų taškų galima sujungti nekertant 
labirinto kontūro? i 

b) iš kurio taško galima išeiti iš labirinto nekertant jo kon- 
turo? 

Sprendimas. Kad išsiaiškintume, kurioje srityje yra kiek- 
vienas iš nurodytųjų taškų, iš kiekvieno jų laisvai nubrėžkimė po 
spindulį (a, b, c) ir suskaičiuokime tų spindulių ir labirinto kon- 
turo sankirtos taškus. Spinduliai a ir c kerta labirinto kontūrą 
nelyginį skaičių kartų, o spindulys b — lyginį skaičių kartų. Pa- 
gal pirmąją savybę taškai A ir C yra toje pačioje srityje, o taškai 
A ir B, B ir C — skirtingose srityse. Vadinasi, tik taškus A ir C 
galima sujungti nekertant labirinto kontūro. 

Kad atsakytume į antrąjį uždavinio klausimą, turime nusta- 
tyti, kurie iš tų taškų yra labirinto išorėje. 

Pagal antrąją savybę taškas B yra labirinto išorėje, nes iš jo 
išvestas spindulys kerta labirinto kontūrą lyginį skaičių kartų. 
Taigi tik iš taško B galima išeiti iš labirinto nekertant jo kon- 
tūro. 

2 uždavinys. 23 paveiksle pavaizduotas labirintas. Ar ga- 
lima iš taško A patekti į tašką B? 
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Sprendimas. Čia negalima tiesiogiai taikyti nurodytųjų 
savybių, nes labirinto kontūras nėra paprasta uždaroji linija. 

Todėl, aiškindamiesi, ar taškai A ir B yra vienoje srityje, ar 
skirtingose, nekreipsime dėmesio į tas labirinto linijas, kurios iš- 
eina iš nelyginių viršūnių ir baigiasi aklaviete. Aišku, nuo to 
uždavinio sprendinys nepasikeis. Taigi gausime kitą paprastesnį 
labirintą (24 pav.), kuris turi anksčiau nagrinėtas savybes. Ma- 


23 pav. 24 pav. 


tome, kad taškai A ir B yra vienoje srityje (vidinėje). Vadinasi, 
uždavinys turi sprendinį. | 

Kai kurie labirintų uždaviniai pagrįsti figūrų unikursalumo 
ir neunikursalumo savybe. Pavyzdžiui, septynių tiltų uždavinyje 
nagrinėjama situacija yra savotiškas labirintas. Išspręsime dar 
vieną uždavinį. l 

3 uždavinys. 25 paveiksle pateiktas pastato planas. Iš dvi- 
dešimto kambario reikia taip pereiti visus kambarius, kad pro 


kiekvienas duris būtų eita tik vieną kartą. Kuriame kambaryje 
baigsis „kelionė“? | | 

Sprendimas. Nubraižysime grafą, atitinkantį*šį uždavinį. 
Kambarius vaizduosime taškais, o duris — atkarpomis, jungian- 
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čiomis tuos taškus. Gausime grafą, pavaizduotą 26 paveiksle. Ra- 
dę nelygines viršūnes, matome, kad tas grafas yra unikursalioji 
figūra, nes turi tik dvi nelygines viršūnes (20 ir 23). 

Taigi, išėję iš 20 kambario (20 viršūnės), ateisime į 23 kam- 


26 pav. 


barį- (23 viršūnę). Tai ir bus tas kambarys, kuriame baigsime „ke- 
lionę“. 

Jeigu gautasis grafas nebūtų unikursalioji figūra, tai uždavi- 
nys neturėtų sprendinių. 

Norint išspręsti tokį uždavinį, pakanka nustatyti, ar tas už- 
davinys turi sprendinį. 

Dabar išsiaiškinsime, kaip rasti uždavinio sprendinį, kai iš 
anksto žinoma, kad sprendinys egzistuoja. 

Labirintų uždavinius galima skirti į dvi grupes: 


a) reikia rasti kelią labirinte, kai nurodyta to kelio pradžia 
ir pabaiga; 

b) reikia rasti išėjimą iš labirinto. 

Prancizų matematikas M. Trėmo nustatė taisykles panašiems 
uždaviniams spręsti. 


1 taisyklė. Išėjus iš labirinto pradinio punkto arba iš ku- 
rios nors jo sankryžos, reikia eiti laisvai pasirinktu keliu iki ak- 
lavietės arba sankryžos; pirmuoju atveju, žinoma, reikia grįžti 
atgal, pažymėjus sieną (dviem kryžiukais, nes tuo keliu eita du 

kartus — pirmyn ir atgal), antruoju — eiti toliau kokia nors lais- 
vai pasirinkta kryptimi ir, priėjus sankryžą, pažymėti kelią, ku- 
riuo atėjote, ir kelią, kuriuo eisite toliau. - 

Šia taisykle vadovaujamasi kiekvieną kartą, kai kelyje pa- 
sitaiko nepažįstama sankryža. Be abejo, anksčiau ar vėliau vėl 
pateksime į sankryžą, kutioje jau buvome. Galimi du atvejai: 
a) sankryžą prieiname jau eitu keliu, b) ją prieiname nauju ke- 
liu. Atsižvelgus į tai, taikoma viena iš šių taisyklių: 
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2 taisyklė. Priėjus sankryžą nauju keliu, reikia grįžti at- 
gal, pažymėjus sieną dviem kryželiais. 

3 taisyklė. Priėjus sankryžą jau eitu keliu, toliau reikia 
eiti nauju „keliu, jeigu toks yra; jeigu naujo kelio nėra, tai reikia 
eiti vieną kartą jau eitu keliu. 

Išnagrinėsime šitokį uždavinį. 

4 užd avinys. Reikia rasti PES kelią labirinte (27 


27 pav. 


Išnagrinėję labirintą, pastebime, kad jame yra dirbtinės klai- 
dinančios linijos. Kadangi iš anksto žinome, kad labirinte yra 
trumpiausias kelias, tai darome šitaip. Įėję į labirintą taške A, ei- 
name iki aklavietės — toliau eiti nebeįmanoma, grįžtame atgal ir 
einame kita kryptimi. Pagaliau ateiname į tašką B. 

Beje, taip eidami, praėjome ir nereikalingus kelio tarpus. Pa- 
mėginsime rasti trumpesnį kelią. Grįžtant iš aklavietės, reikia 
taip eiti, kad, iš jos išeinant, susidarytų kilpa, kuri, kaip ir visos 
kitos kilpos, bus nereikalingas kelias. Eidami antrą kartą, kilpas 
praleisime ir sutrumpinsime kelią. 

Labirintų uždavinius galima spresti’ ir kitu būdu, vadinamu 
„Vienos rankos taisykle“, Tos taisyklės esme šitokia: jeinant į 
Jabirinta ir apeinant visus jo vingius, ta pačia ranka reikia liesti 
sieną tol, kol išeinama iš labirinto. 

Bet, taip einant, galima nepatekti į tas labirinto dalis, ku- 
rios nesusietos su jo išorine siena ir sudaro vadinamąsias saleles. 
Taigi, vadovaujantis ta taisykle, ne visada galima patekti į la- 
birinto centrą arba apeiti visus jo vingius. 
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Uždaviniai ir pratimai 


15. Padėkite skruzdėlei sugrįžti namo (28 pav.). 
16. Raskite išėjimą iš taško A (29 pav.). 


| 
28 pav. 29 pav. 


“17. Žmogus yra taške A (30 pav.). Ar yra išėjimas iš šio 
labirinto? Jėigu yra, tai raskite jį. 
18. Siūlas guli ant stalo, kaip parodyta 31 paveiksle. Kur rei- 
kia įremti pirštą, kad jis atsidurtų kilpoje, patraukus už abiejų 
siūlo galų viena kryptimi? 


ŽŽ“ 


30 pav. 31 pav. j 


19. 32 paveiksle pavaizduotas pastato planas. Iš kurio kamba- 
rio reikia pradėti eiti, norint praeiti pro visas to pastato duris tik 
vieną kartą? 


2 Užsak. Nr. 1778 17 


4. KAS TAI YRA GRAFAS? 


Uždavinyje apie Karaliaučiaus tiltus jau minėjome graio są- 
voką. Pirmą kartą terminą „grafas“ pavartojo vengrų matemati- 
kas Denešas Kenigas, pavadinęs grafais schemas, sudarytas iš 
taškų ir tuos taškus jungiančių linijų aibės. 

Iki XIX a. pabaigos grafai buvo taikomi tik -sprendžiant kai 
kuriuos įdomiuosius uždavinius. Tuo metu niekas rimtai jais ne- 
sidomėjo. Tačiau XX a. pradžioje grafų teorija išsiplėtė į atskirą 
matematikos šaką, kuri dabar plačiai taikoma automatikoje, te- 
lemechanikoje, kibernetikoje, elektronikoje, fizikoje ir kitose moks- 
lo srityse. 

„Išnagrinėkime kai kuriuos šios teorijos teiginius. Sakykime, 
abiturientai Andrius, Balys, Vytautas, Gintautas ir Dainius nu- 
tarė pasikeisti nuotraukomis. Kiekvienam iš draugų priskirkime 
plokštumos tašką ir pažymėkime jį pirmąja vardo raide. Keiti- 
mąsi nuotraukomis vaizduokime atkarpomis arba lankais. 

Taškai A, B, V, G, D vadinami grafo viršūnėmis, o juos jun- 
giančios linijų atkarpos (tiesios ar kreivos) vadinamos grajo 
briaunomis. 


(pS 
œ 


«y 


33 pav. 


l. Situacija, atitinkanti momentą, kai nuotraukomis dar ne- 
pasikeista, pavaizduota schema, sudaryta tik iš taškų (33 pav.). 
Ši taškinė schema vadinama nuliniu grafu, taigi nulinis grafas 
sudarytas iš izoliuotų viršūnių. 
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2. Nuotraukomis iš dalies buvo pasikeista: Andrius ir Balys 
davė po nuotrauką Vytautui, Gintautui ir Dainiui, o Vytautas, Gin- 
tautas ir Dainius — po nuotrauką Andriui ir Baliui. Sią situaciją 
atitinkantis grafas pavaizduotas 34 paveiksle. Jis vadinamas ne- 
pilnuoju grafu. 

Tą grafą galima taip nubraižyti, kad linijos, jungiančios taš- 
kus A, B, V, G, D, kirstųsi tik tuose taškuose (35 pav.). 


B 


34 pav. 35 pav. 


Grafas, kurį plokštumoje galima taip nubraižyti, kad jo briau- 
nos kirstysi tik jo viršūnėse, vadinamas plokščiuoju grafu. Taigi 
35 paveiksle pavaizduotas plokščiasis grafas. Tas pats grafas gau- 
namas ir kitaip išdėsčius viršūnes plokštumoje (36 pav.). Grafai, 
pavaizduoti 34, 35 ir 36 paveiksluose, teikia tą pačią informaciją 
apie uždavinio sprendinį. Tokie grafai vadinami vienodais, arba 
izomor|iškais. Grafai yra izomoriiški, jeigu: 1) tarp jų viršūnių 
galima nustatyti abipus vienareikšmę atitiktį, 2) jei vieno grato 
dvi viršūnės sujungtos viena briauna, tai ir kito grafo atitinka- 
mos dvi viršūnės turi būti sujungtos viena briauna (34, 35 pav.). 

3. Situaciją, kai visi abiturientai pasikeitę nuotraukomis, ati- 
tinka grafas, pavaizduotas 37 paveiksle. Tas grafas yra pilnasis. 


A B 


r 
Ū 

36 pav. 37 pav. 
Grafas vadinamas pilnuoju, jeigu kiekvienos dvi jo kraštinės 


sujungtos briauna. Jeigu pilnasis grafas turi n viršūnių, tai jis 
turi n(1—1)/2 briaunų. 
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Sprendžiant daugelį uždavinių, susijusių su grafais, tenka nu- 
statinėti, ar duotasis grafas yra plokščias, ar ne. Kad tas klausi- 
mas būtų aiškesnis, išnagrinėsime dar du uždavinius. 

1 uždavinys. Kiekvieną iš trijų namų, esančių tam tikru 
atstumu vienas nuo kito, taip sujunkime takais su rūsiu, šuliniu 
ir stotimi, kad nė vienas iš tų takų nesikirstų nė su vienu kitu 
taku (38 pav.). | 

Sprendimas. Visus objektus pavaizduokime taškais. Na- 
mus žymėsime raidėmis A, B ir C, o rūsį, šulinį ir stotį — raidė 
mis a, b, c. - 

Tiesiogiai tikrindami, nesunkiai įsitikiname, kad visada gali- 
ma praminti 8 takus, kurie kirsis tik nurodytuose taškuose ir nie- 


38 pav. 


kur kitur, o devintasis takas būtinai kirsis bent su vienu iš tų 
aštuonių. 38 paveiksle pavaizduota, kaip galima praminti tokius 
takus. 

Dabar tą uždavinį spręskime logiškai samprotaudamį. 

Iš taškų A ir Ç išveskime reikiamas linijas (39 pav.). Gautasis 
grafas plokštumą padalys į sritis X, Y ir Z. 

Namas B, žinoma, turi būti vienoje iš tų sričių. Nagrinėsime 
kiekvieną atvejį atskirai. 

I. Jeigu namas B yra srityje Z, tai nuo jo prie šulinio b ga- 
lima praminti taką, kuris nesikirstų nė su vienu iš jau pramintų 
takų. 

II. Jeigu namas B yra srityje Y, tai nuo jo prie objekto a`ne- 
galima praminti tako, kuris nesikirstų nė su vienu iš jau pra- 
mintų takų. 

III. Jeigu namas B yra srityje X, tai jo ir objekto c negalima 
sujungti taku, nesikertančiu nė su vienu iš jau pramintų takų. 

Taigi grafas, atitinkantis šio uždavinio sąlygą, negali būti 
plokščias. Vadinasi, uždavinys neišsprendžiamas. | 

2 uždavinys. Reikia įrodyti, kad bet koks pilnasis grafas, 
turintis penkias viršūnes, nėra plokščias. E 
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Sprendimas. Grafo viršūnes pažymėkime raidėmis A, B, 
C D ir K. Jeigu, laikydami viršūnėmis taškus A, B, C ir D, nu- 
braižysime pilnąjį grafą, tai tas grafas bus plokščias ir plokštumą 
padalys į keturias sritis. Tas sritis pažymėkime raidėmis X, Y, Z 
ir U (40 pav.). Taškas K bus vienoje iš tų sričių. Samprotaudąmi 
panašiai, kaip ir spręsdami 1 uždavinį, įsitikinsime, kad pilnasis 
grafas su penkiomis viršūnėmis tikrai negali būti plokščias. 


40 pav. 


Iš tą uždavinį atitinkančio grafo viršūnių gali išeiti lyginis 
arba. nelyginis skaičius briaunų, žiūrint koks uždavinio turinys. 
Susitarsime skaičių briaunų, išeinančių iš kiekvienos graio viršū- 
nės, vadinti tos gralo viršūnės laipsniu. Pavyzdžiui, 39 paveiksle 
pavaizduoto grafo viršūnės A laipsnis yra 3, viršūnės C laips- 
nis — 3, viršūnės a laipsnis yra 2, viršūnės b laipsnis — 2, viršū- 
nės B laipsnis — 0. l | | 

Kiekviena grafo briauna jungia dvi viršūnės ir atvirkščiai: no- 
rint išvesti vieną briauną, reikia dviejų viršūnių. Vadinasi, sudėję 
visų grafo viršūnių laipsnius, gausime dvigubą briaunų skaičių, 
nes kiekviena grafo briauna bus skaičiuota du kartus. 

Iš tikrųjų 39 paveiksle pavaizduoto graio dvigubas briaunų 
skaičius yra 12, visų viršūnių laipsnių suma lygi 3 十 3 十 2 十 2 十 2 一 
= 12. 

Taigi, grafo briaunų skaičių pažymėję raide B, viršūnes — rai- 
dėmis A, B, C,..., N, o jų laipsnius — raidėmis a, b, c,..., n, ga- 
lime užrašyti: 


9B=a+b+c+...+n. (1) 


Pažymėsime, kad a, b, c,..., n gali būti bet kokie sveikieji tei- 
giami skaičiai. 

Pažymėkime V; skaičių tų viršūnių, kurių laipsnis lygus i. Pa- 
vyzdžiui, V, 一 skaičius tų viršūnių, kurių laipsnis lygus 1, Vo 一 
skaičius tų viršūnių, kurių laipsnis lygus 2, ir t. t. Vartodami tuos 
žymenis, (1) lygybę galime užrašyti šitaip: 


9B=1V+2V2+3V3+...+nVn. (2) 
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39 paveiksle pavaizduoto grafo Vi=0, V+=3, V3=2, V= Vs=V = 
一 0. Briaunų čia bus B=!/5(1-04+2-343-2) =6. 

Grafas, kurio visų viršūnių laipsniai yra lygūs, vadinamas ho- 
mogeniniu. 

Anksčiau (1 skirsnyje) buvo suformuluota šitokia teorema: bet 
kokio grafo nelyginių viršūnių skaičius yra lyginis. Dabar ją įro- 
dysime. 

Užrašykime (2) lygybę: 

2B=V, +2V>+3V54+4V,4+5V5 +. „TNVA. 

Pertvarkykime jos dešiniąją pusę: 

28B=(V, +V5+V5+...)+(2V-4+2V5+4V,1+4V5 +. J 
Antruosiuose skliaustuose yra lyginių skaičių suma, todėl toji su- 
ma yra lyginis skaičius. Kadangi kairiojoje lygybės pusėje yra ly- 
ginis skaičius, tai ir suma, esanti pirmuosiuose skliaustuose, turi 
būti lyginis skaičius, t. y. V, + V54+ V5+...— lyginis skaičius. Tai 
ir reikėjo įrodyti. 

Uždavinys. Reikia įrodyti, kad skaičius žiūrovų, atėjusių 
į stadioną stebėti futbolo rungtynių ir turinčių nelyginį skaičių 
pažįstamų (taip pat atėjusių žiūrėti tų pačių rungtynių), yra 
lyginis. 

Uždavinio sprendimas tiesiogiai išplaukia iš ką tik įrodytos 
teoremos. 


5. JUNGIEJI GRAFAI 


Išnagrinėsime šitokį uždavinį. Sakykime, 41 paveiksle pavaiz- 
duota kokios nors gyvenvietės kelių schema. Reikia rasti kelią, 
jungiantį sankryžas A ir R. 


A . 
Zh 


4] pav. 


Yra daug kelių, jungiančių A ir R. Norėdami rasti vieną jų, 
darome šitaip. Iš A einame link R iki sankryžos, paskui iki kitos 
sankryžos ir t. t. Pagaliau pasiekiame sankryžą R. Kadangi už- 
davinio sąlygoje jokių ribojimų nėra, tai, eidami iš sankryžos A 
link sankryžos R, bet kurią sankryžą ar bet kurią gatvę galime 
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praeiti ne vieną kartą. Jeigu reikėtų rasti trumpiausią kelią, tai 
nustatytume visus kelius iš A į R ir, juos palyginę, rastume trum- 
piausią. 

Eidami iš A link R, kokioje nors sankryžoje galime atsidurti 
antrą kartą. Pavyzdžiui, eidami keliu ALMNKMR, sankryžą M 
praeisime du kartus. Atėmę iš to kelio kelią MNKM, gausime ke- 
lią ALMR, kuris yra trumpesnis už nueitąjį. Siuo keliu sankryžas 
A, L, M ir R praėjome tik vieną kartą. Graių teorijoje toks kelias 
vadinamas Iūnku (linija, nė per vieną grafo viršūnę neinanti.dau- 
giau kaip vieną kartą). Taigi lankai yra šie keliai: AKNR, ALMNR 
ir t. t. Lankai gali būti ir savikirčiai: pavyzdžiui, kelias ABCDEFR 
taip pat yra lankas. 

Linija, nė viena grafo briauna neinanti daugiau kaip vieną 
kartą, vadinama grandine. Pavyzdžiui, ALMNKMR yra grandinė, 
jungianti viršūnes A ir R. 

Jeigu, iš viršūnės A, kelias grafo viršūnes praeisime kiekviena 
briauna eidami ne daugiau kaip vieną kartą ir po to grįšime į tą 
pačią viršūnę 'A, tai nueisime kelią, vadinamą ciklu. Apskritai 
ciklu vadinama bet kokia uždara grandinė. 41 paveiksle ciklai 
yra keliai ALMKA ir ABCDRNKA. 

Jeigu visos ciklo viršūnės yra skirtingos, tai toks ciklas vadi- 
namas elementariuoju, priešingu atveju 一 neelementariuoju. Pa- 
vyzdžiui, ALMKPMNKA (41 pav.) yra neelementarusis ciklas. 

Ciklas, kuris apima visas grafo briaunas ir kiekviena briauna 
eina tik vieną kartą, vadinamas Oilerio linija. 

Grafas vadinamas jungiuoju, jeigu kiekviena jo viršūnė gali 
būti sujungta grandine su bet kuria kita viršūne (tai toks grafas, 
kuris neturi nė vienos izoliuotos viršūnės). 

Pavyzdžiui, 42 p pavaizduotas grafas nėra jungusis, 
nes iš viršūnių A, B, C, D negalima patekti į viršūnės K, P, O. 


8 
A 
k E 
7 < D E 
, D > 8 . 
42 pav. 43 pav. 


Tą patį galima pasakyti ir apie grafą, pavaizduotą 43 paveiksle. 
Pastarasis yra nulinis grafas. 
Teorema. Bet koks jungusis grafas turi bent dvi to palies 


laipsnio viršūnes. | 


23 


Įrodymas. Grafo viršūnės pažymėkime 天，42，43a -..，Xn 
0 tų viršūnių laipsnius —p(A4;), p(X2), pl(Xa), -3 o(Xn). Pasi- 
naudoję jungiojo grafo viršūnės laipsnio apibrėžimu, galime pa- 
rašyti: 
ISp(X:)Sn- 1, 1lSi<n. 


Tarkime, visos viršūnės yra skirtingų laipsnių. Tada kiekvie- 
na iš jų atitiks natūrinis skaičius iš intervalo [1, n—1ļ|. Tačiau 
grafo viršūnių yra n, todėl bent dvi viršūnės turi būti to paties 
laipsnio. | 

Pastaba. Teorema teisinga ir tada, kai grafas nejungusis, 
nes kiekvienas nejungusis grafas yra atskirų jungiųjų grafų aibė. 

Uždavinys. Reikia įrodyti, kad kiekviename mieste yra 
bent dvi sankryžos, iš kurių išeina po tiek pat gatvių. 

Sprendimas. Laikydami gatvių sankryžas viršūnėmis, o 
pačias gatves, jungiančias dvi sankryžas, briaunomis, uždavinio 
sąlygą galime pavaizduoti jungiuoju grafu. Įrodymas tiesiogiai 
išplaukia iš ką tik įrodytos teoremos. 

Grafų teorijoje paprastai nagrinėjami tik jungieji grafai, nes 
nejungusis grafas sudarytas iš vienas nuo kito nepriklausomų kom- 
ponentų, kurių kiekvienas, paimtas skyrium, yra jungusis grafas. 
Vadinasi, kiekvieną nejungiojo grafo komponentą galima nagri- 
nėti nepriklausomai nuo, kitų. 

Remiantis anksčiau įvestomis sąvokomis, galima įrodyti šias 
teoremas. i - 

Teorema. Jungusis grafas, kurio visos viršūnės lyginio laips- 
nio, yra Oilerio linija. 

Sios teoremos čia nejrodinėsime. 

Teorema. Būtina ir pakankama sąlyga, kad jungiajame gra- 
fe būtų grandinė I(A, B), einanti kiekviena grafo briauna tik 
vieng kartą, yra šitokia: A ir B turi būti vienintelės to grafo ne- 
lyginio laipsnio viršūnės. 

Įrodymas. Būtinumas. Jeigu grafas turi daugiau kaip 
dvi nelyginio laipsnio viršūnes, tai tame grafe (44 pav.) negali 
būti grandinės, kuri apimtų visas grafo briaunas ir kiekviena briau- 
na eitų tik vieną kartą. 

Pakankamumas. Sakykime, visos grafo viršūnės yra ly- 
ginio laipsnio, išskyrus dvi viršūnės A ir B, kurios yra nelyginio 
laipsnio (45 pav.). Viršūnės A ir B sujunkime lanku a. Dabar 
gautojo grafo visos viršūnės yra lyginio laipsnio. Remiantis anks- 
tesniąja teorema, galima tvirtinti, kad gautasis grafas yra Oi- 
lerio linija. 

Dabar, pašalinę lanką a, gausime grandinę [(A, B)=ACDBKP 
MAB, einančią visomis grafo briaunomis,— ir kiekviena briauna 
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44 pav. 45 pav. 


tik vieną kartą. Be to, grandinė /(A, B) prasideda vienoje iš 
nelyginio laipsnio viršūnių ir baigiasi kitoje. 

Iš tų dviejų teoremų išplaukia štai kas: kad grafas būtų uni- 
kursalioji figūra (žr. 1 skirsnį), būtina, kad visos jo viršūnės 
būtų lyginio laipsnio arba kad būtų tik .dvi nelyginio laipsnio 
viršūnės. | 


Uždaviniai ir pratimai 


20. 46 paveiksle pateikta gyvenvietės gatvių schema. Kiek ma- 
žiausiai reikia autobusų keleiviams pervežti, jeigu kiekviena gat- 
ve, jungiančia dvi gretimas sankryžas, turi kursuoti tik vienas 
autobusas? 


46 pav. 7 


6. ORIĘNTUOTIEJI GRAFAI 


Išnagrinėsime šitokį pavyzdį- Aštuoni mokiniai dalyvauja mo- 
kyklos šachmatų varžybose. Kiekviena mokinių pora gali žaisti 
tarpusavyje tik vieną kartą. Situaciją, susidariusią sužaidus ke- 
letą partijų, atitinka grafas, pavaizduotas 47 paveiksle. Iš to gra- 
fo lengya nustatyti, kiek partijų sužaista ir kas su kuo žaidė. 
Tačiau nieko negalima pasakyti apie varžybų rezultatus (laime- 
tas, pralaimėtas partijas ir lygiąsias). | 
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Kad, naudodamiesi grafu, galėtume atsakyti ir į tuos klausi- 
mus, darykime šitaip. Jeigu žaidėjas A laimėjo prieš žaidėją B, 
tai grafo briaunoje AB nubrėžkime rodyklę, nukreiptą iš taško A 
į tašką B, o jeigu jie baigė partiją lygiosiomis, tai briaunoje AB 
nubrėžkime dvi priešingų krypčių rodykles (iš A į B ir iš B į A). 
Tuomet grafo briaunos bus orientuotos (48 pav.). 


b C 
A 
D 
K 
E 
F 
47 pav. 48 pav. 


Grafas, kuriame nurodyta kiekvienos briaunos kryptis, vadi- 
namas orientuotuoju grafu. ~ 

Grafas, kuriame yra ir orientuotų, ir neorientuotų briaunų, va- 
dinamas mišriuoju grafu. Pavyzdžiui, 49 paveiksle pavaizduotas 
orientuotasis, o 50 paveiksle — mišrusis grafas. 


49 pav. 50 pav. 


Orientuotieji grafai plačiai naudojami praktikoje. Pavyzdžiui, 
sprendžiant uždavinius, susijusius su gatvių eismu, gali pasitai- 
kyti tiek vienos, tiek dviejų eismo Krypčių gatvių. 

Sudarant kokio nors miesto, kuriame leidžiamas tik vienos 
krypties eismas, gatvių eismo schemą, būtina nurodyti eismo kryp- 
tį. Be to, gatvės-turi būti taip orientuotos, kad, nepažeidžiant 
eismo taisyklių, būtų galima nuvažiuoti iš kiekvienos miesto da- 
lies į bet kurią kitą. 

Grafų teorijos kalba tą reikalavimą galima suformuluoti šitaip: 
grafą reikia taip orientuoti, kad bet kurios dvi jo viršūnės būtų 
sujungtos orientuota grandine. Aišku, toks grafas turi būti jun- 
gusis, bet to dar nepakanka, kad eismas vyktų normaliai. 
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Sakykime, briauna, jungianti viršūnės A ir B, yra vienintelis 
kelias tarp jų (51 pav.). Kad iš figūros F bet kurios viršūnės 
būtų galima orientuotu keliu patekti į figūros F, bet kurią vir- 
šūnę, briauna AB turi būti orientuota iš A į B. Pamėginus pa- 
tekti iš figūros F, kurios nors viršūnės į figūros F bet kurią vir- 


51 pav. 


šūnę, pasirodys, kad tai neįmanoma. Kad būtų galima pereiti iš 
figūros F viršūnės į figūros F, viršūnę (51 pav.) ir atvirkščiai, 
briauna turi būti orientuota dviem kryptimis !. 

Orientuotajame grafe kelias, jungiantis dvi viršūnes, gali ir 
nebūti vienintelis. Pavyzdžiui, 51 paveiksle briauna, jungianti vir- 
šūnes A ir B, yra vienintelė, o kelias, jungiantis viršūnes X ir Y,— 
ne vienintelis. 

Grafų teorijoje AB tipo keliai vadinami jungiančiaisiais, o YY 
tipo keliai — cikliniais. 

Briauna, kurią pašalinus padidėja grafo jungiuju komponentų 
skaičius, vadinama jungiančiąja briauna, arba sąsmauka (pvz. 
briauna AB 51 pav.). 

Nejungianti briauna vadinama cikline (pavyzdžiui, briauna XY 
51 paveiksle). 

Įrodysime šitokią teoremą. 

Teorema. Jeigu miesto gatvių eismo schema (grajas) yra 
unikursalioji figūra, neturinti nė vienos jungiančiosios briaunos, 
tai visomis miesto gatvėmis galimas vienos krypties eismas. 

Teoremą įrodysime dviem atvejais. - 


I atvejis. Tarkime, miesto gatvių tinklas yra toks jungu- 
sis grafas (be jungiančiųjų briaunų), kuriame iš kiekvienos vir- 
šūnės išeina lyginis skaičius briaunų (52 pav.). Kadangi tas tink- 
las yra unikursalioji figūra, tai, išėjus iš bet kurios sankryžos, 
galima praeiti kiekviena miesto gatve tik vieną kartą. Kiekvie- 


! Tiksliau būtų nubrėžti orientuotas briaunas (iš A į B ir iš B į A), bet 
tada grafo vaizdas būtų griozdiškesnis. 
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nos gatvės pradžioje judėjimo kryptį pažymėjus rodykle, gauna- 
mas orientuotasis grafas. | 
Nesunku pastebėti, kad taip orientuoto grafo bet kurios dvi 
viršūnės yra sujungtos orientuotąja grandine. 
II atvejis. Sakykime, gatvių tinklas yra unikursalioji figū- 
ra, bet jame yra dvi sankryžos A ir B, iš kurių išeina nelyginis 
skaičius gatvių (daugiau kaip 1) (53 pav.). Tarkime, kad tą 


ERC G 


52 pav. 53 pav. - 


tinklą vaizduojantis grafas neturi jungiančiųjų briaunų. Norint 
šiame mieste įvesti vienos krypties eismą, reikia daryti šitaip. 

Iš grafo mintimis pašalinkime kokią nors grandinę, jungiančią 
nelyginio laipsnio viršūnės A ir B. Gauname naują grafą, iš ku- 
rio visų viršūnių išeina lyginis skaičius briaunų. Orientavę briau- 
nas "taip pat kaip ir pirmuoju atveju, matysime, kad bet kurios 
dvi jo viršūnės yra sujungtos orientuotąja grandine. 

Dabar grąžinkime pašalintąją grandinę (AB) ir orientuokime 
ją bet kokia kryptimi. Dėl to nė kiek nesumažės galimybių įvesti 
mieste vienos krypties eismą. 

Teorema įrodyta. 

Pasinaudojus įrodytąja teorema, galima išspręsti uždavinį, ku- 
rio sprendinys rodo, ar galima įvesti vienos krypties eismą mieste, 
kurio gatvių tinklą vaizduojantis grafas nėra unikursalioji figūra. 


"d 


————" 


54 pav. ` 55 pav. 


l.. Sakykime, grafas turi 2k nelyginio laipsnio (trečiojo arba 
aukštesniojo) viršūnių ir, be to, neturi jungiančiųjų briaunų (54 
pav.). 
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Pašalinę k to grafo lankų, jungiančių nelyginio laipsnio vir- 
šūnes, gausime unikursaliąją figūrą, kurios kiekviena viršūnė yra 
lyginio laipsnio. 

Gautąjį graią (gatvių tinklą) suorientavę taip kaip teoremos 
įrodyme ir grąžinę pašalintuosius lankus (gatves), orientuotus bet 
kokia kryptimi, to miesto gatvėse galėsime „įvesti“ vienos kryp- 
ties eismą. 

2. Dabar išnagrinėkime atvejį, kai graie (gatvių tinkle) yra 
jungiančioji briauna AB (55 pav.). 

Nesunku pastebėti, kad to tinklo dalis F ir F, galima orien- 
tuoti ką tik išnagrinėtu būdu (žr. I atvejį). 

Neaišku, kaip orientuoti briauną AB. Jeigu. ją orientuosime 
dviem kryptimis, tai visame tinkle bus vienos krypties eismas, o 
briauna AB — dviejų krypčių. 

3. Sakykime, grafe (miesto gatvių tinkle) yra tokių viršūnių, 
kurių laipsnis lygus 1 (56 pav.). Tada, kad nebūtų trikdomas 
miesto eismas, būtina briaunas Aa, Bb, Cc, Dd orientuoti dviem 
kryptimis — kitaip nebus galima iš bet kurios tinklo viršūnės 
(sankryžos) patekti į bet kurią kitą viršūnę. 


56 pav, 


Išnagrinėtos situacijos rodo štai ką: jeigu grafas turi n jun- 
giančiųjų briaunų ir k viršūnių, kurių laipsnis lygus 1, tai, orien- 
tuojant visą grafą, būtina n4+k atitinkamų lankų orientuoti dviem 
kryptimis. 


7. OILERIO TEOREMA APIE PLOKŠČIĄJĮ GRAFĄ 


Spręskime šitokį uždavinį. 

I uždavinys, Reikia įrodyti, kad, kiekvieną iš miestų A, 
B, C ir D (56 pav.) sujungus su artimiausiu miestu, tų miestų 
tinklas negali būti uždaras ir negali būti savikirtis keturkampis 
(atstumai tarp miestų skirtingi). 
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Sprendimas. Įrodysime prieštaros būdu. Tarkime, kad 
grafas, atitinkantis uždavinio sąlygą, yra uždarasis keturkampis 
(57 pav.). . Ų 

To grafo briaunos gali ir nebūti tiesios. Sakykime, miestas A 
yra arčiau prie miesto B negu miestai C ir D, miestas B — ar- 


57 pav. 


čiau prie miesto C negu miestai A ir D, miestas C — arčiau prie 
miesto D negu miestai A ir B ir miestas D — arčiau prie miesto A 
negu miestai B ir C. Taigi galime užrašyti: 
|AB| < |AD|, 
IBC|< |AB|, 
|CD|< |CB], (*) 
„Į|DA|<|CD|. 


Panariui sudėję (*) nelygybės, gauname: | 
|AB|+|BC|+|CD|+|AD| < |AD|+|AB|+|CB|+|CD]|, 

arba 0 一 0. Gavome prieštarą, kuri rodo, kad grafas, atitinkantis 
tą situaciją, negali būti uždarasis keturkampis. Analogiškai įro- 
dofna, kad uždavinio sprendinys negali būti pavaizduotas grafais, 
pateiktais 58 ir 59 paveiksluose. 

Uždavinio sąlygos bus išpildytos tik sujungus miestus A, B, 
C ir D dviėm būdais (60, 61 pav.). 


LJ 


A i 


他 
58 pav. 59 pav. 


Matome, kad nė viename iš 60 ir 61 paveiksluose pavaizduotų 
grafų nėra ciklo. 
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Jungusis grafas, neturintis ciklų, vadinamas medžiu. Teisin- 
ga šitokia teorema. 

Teorema. Kiekvieno medžio viršūnių skaičius vienetu dides- 
nis už jo briaunų skaičių. 


FN 
A D 
60 pav. 6l pav. 


Įrodymas. Iš tikrųjų, kad ir kaip braižytume medį, jis ne- 
padalys plokštumos į atskiras sritis. Sakykime, medis turi n vir- 
šūnių ir B briaunų. Kadangi bet koks medis yra plokščiasis gra- 
fas, tai jam teisinga Oilerio formulė: p 


V-B+S=2. 


[rašę į tą formulę V=n, S=1 (viena brėžinio plokštuma), 
gauname: | 

n—B+1=2; 
iš čia 
B=n-— 1, arba n=B+t1. 

Dabar, grįžę prie 1 uždavinio sprendimo, matome, kad spren- 
dinį atitinkantis grafas privalo turėti tris briaunas, nes n=4. 

2 uždavinys. Reikia įrodyti, kad sočiųjų angliavandenilių 
bendroji formulė yra C„Hon4+> pavidalo. 

Sprendimas. Nubraižysime graią, atitinkantį uždavinio są- 
lygą. Vandenilio ir anglies atomus laikysime grafo viršūnėmis, o 
jungtis tarp jų (atitinkančias valentingumą) — grafo briaunomis. 
Gausime paprastą jungųjį graią, netūrintį nė vieno ciklo, t. y. 
medį. Sakykime, C„H, (x, y — natūriniai skaičiai) yra ieškomoji 
formulė. Pasinaudoję anksčiau įrodyta teorema, galime parašyti: 

B=(x+4y)- 1. 

Anglies valentingumas yra 4, o vandenilio — 1, todėl užra- 
šome: À 
2B=4x+ ly, x, y — natūriniai skaičiai. 

Į pastarąją lygybę įrašę B=x4+4—1, gauname: 
2(x+y—1)=4x+97; iš čia y=2x+2. < 
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Taigi sočiųjų angliavandenilių bendroji formulė yra CxHox ;2， 
x — natūrinis skaičius. 

Atskiru atveju, kai x=1, gaunama metano formulė (CH4). Ją 
vaizduojantis grafas pateiktas 62 paveiksle, a; kai x=2, gauna- 
ma etano formulė (C»Hs) (žr. 62 pav., b); kai x=3, propano for- 
mule (C;Hs); kai x=4,— butano arba izobutano formulė (C,Hıo) 
(žr. 62 pav. c, d). 


62 pav. 


~ 


Siame, taip pat ir 2 skirsnyje, susipažinome su Oilerio formu- 
le plokščiajam grafui. Dabar įrodysime, kad ta formulė yra tei- 
singa.’ 

Teorema. Bet kokiam plokščiajam grafui yra teisingas są- 
ryšis 

V-B+S-2; 


čia V — grafo viršūnių skaičius, B — briaunų skaičius, S — sienų 
skaičius. 
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Įrodymas. Teoremą įrodysime matematinės indukcijos me- 
todu (sienų skaičiaus S atžvilgiu). Imkime plokščiąjį grafą, tu- 
rintį 1 sieną, ir tarkime, kad tas grafas turi n viršūnių (vadinasi, 
jis turi n— 1 briauną) (žr. 7 skirsnį). Siuo atveju 


V-B+S=n—n11111=?2. 


Taigi, kai S=1, (1) formulė yra teisinga. 

Dabar tarkime, kad (1) iormulė yra teisinga, kai plokščiasis 
grafas turi R sienų, ir įrodykime, kad ji teisinga ir tada, kai plokš- 
čiasis grafas turi k+ 1 sieną. 

Sakykime, plokščiasis graias, pavaizduotas 63 paveiksle, turi 
k sienų. Tame grafe taip sudarykime naują sieną F, kad gau- 
tasis graias taip pat būtų plokščias (63 paveiksle siena F pavaiz- 
duota brūkšnine linija). Gausime grafą, turintį 441 sieną. 


Tarkime, kad siena F turi m briaunų, iš kurių / briaunų su- 
tampa su ankstesnio grafo briaunomis. Tada sienos F [+1 viršu- 
ne sutaps su ankstesnio grafo 1+1 viršūne. Vadinasi, 


Vi=V+m-—(i+1), B=B+ (m-l), Sı=k+1; 


čia Vı, B, ir Sı — naujojo grafo, turinčio k+1 sieną, viršūnių, 
lai ir sienų skaičiai. Tas Vi, B, ir S, -reikšmes įrašę į reiškinį 
V-B4+$, gauname: 


V, -B+S,=V+m-(I+1) -B- (m-|) +k+1, 
arba k 
V.-B,+>S,=V—B+kL. 


Kadangi V-B+k-2, tai ir V,— B, +S;=2. 

3 uždavinys. Plokštumoje nubrėžtos 6 tiesės, iš kurių nė- 
ra dviejų lygiagrečių ir trijų einančių per vieną tašką. Į kiek 
sričių dalija plokštumą tos tiesės? 
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Sprendimas. Kiekviena tiesė turi kirstis su kitomis pen- 
kiomis tiesėmis, taigi ji padalijama į šešias dalis. Suskaičiavę 
gautojo grafo viršūnes ir briaunas, randame: 


V=5-6/2=15, B=6-6=36. 


Iš Oilerio formulės apskaičiuojame: S=24B-— V, arba S=2+36— 
—15=23. Laikydami plokštumą sritimi, gauname galutinį rezul- 
tatą: 23—1=22 (sritys), 

Imkime bet kokį plokščiąjį grafą. Briaunomis sujungę visas 
tas jo viršūnes, kurias sujungus graias lieka plokščias, gauname 
naują grafą, kurį vadinsime pilnuoju plokščiuoju grafu. 

64 paveiksle pavaizduotas plokščiasis grafas, turintis penkias 
viršūnes. Tai nėra pilnasis plokščiasis grafas, nes jis turi tokių 
(dar galimų sujungti) viršūnių, kurias sujungus grafas liks plokš- 
čias (pvz., viršūnes A ir D). | 


B 


k D 
64 pav. 65 pav. 


Taigi pilnuoju plokščiuoju graiu vadinamas grafas, kuris, pa- 
pildytas bet kokia briauna, tampa neplokščias. 


65 paveiksle pavaizduotas pilnasis plokščiasis grafas. Jis gau- 
tas iš 64 paveiksle pavaizduoto grafo sujungus dvi poras „lais- 
vų“ viršūnių A ir C, K ir C. Kaip matote, grafas liko plokščias. 
Daugiau tokiu viršūnių nėra: (liko dvi nesujungtos viršūnės 4 
ir D, bet, jas sujungus, grafas nebus plokščias). 


Jeigu pilnasis plokščiasis grafas turi ne mažiau kaip tris vir- 
šūnes (1 之 3)， tai visos jo sienos yra trikampiai (jų kraštinės yra 
atkarpos arba lankai). Tai matyti ir 65 paveiksle. 

Pilnasis plokščiasis grafas, turintis n viršūnių, briaunų turi ne 
mažiau kaip bet koks plokščiasis grafas, turintis tiek pat viršūnių. 

Įrodysime įdomią pilnojo plokščiojo grafo savybę, dažnai tai» 
komą sprendžiant uždavinius. 

Pilnasis plokščiasis grafas su n, n>=3, viršūnių turi 3n—6 
briaunas. 
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Iš tikrųjų iš pilnojo plokščiojo grafo apibrėžimo išplaukia: 
2B=35; čia B— grafo briaunų skaičius, S — grafo sienų skai- 
čius. Kadangi grafas yra plokščias, tai teisinga Oilerio formulė 


V-B4+S-=2. 
Įrašę į ją reikšmes V=n ir S=2B/3, gauname: 
n+2B/3—B=2, arba B=3n—-6. 


Pasirėmę šia savybe, galime apskaičiuoti ir. pilnojo plokščiojo 
grafo su'n viršūnių sienų skaičių. Įrašg reikšmę B=3n—6 į ly- 
gybę 35S=2B, gauname: S=21—4. 

4 uždavinys. Keturkampio kraštinėse pažymėti atitinka- 
mai 5, 6, 7 ir 8 taškai (neįskaitant keturkampio viršūnių), kurie 
taip sujungti vienas su kitu, kad jokios dvi atkarpos kitų bendrų 
taškų, be minėtųjų, neturi. Į kiek dalių tos atkarpos dalija ke- 
turkampį? | | 

Sprendimas. Galime sudaryti plokščiąjį grafą, atitinkantį 
uždavinio sąlygą. Jis turės V=5+6+74+84+4=30 viršūnių ir B= 
=3V—6— (V-—3) =2V—3 briaunas. : 

Kadangi V=30, tai B=2-30—3=57, ir iš Oilerio formule 
randame sienų skaičių: 


S=29; 29—1=28. 


Atsakymas. 28. 

5 uždavinys. Reikia įrodyti, kad n-kampio viduje laisvai 
pažymėjus m taškų ir juos taip sujungus vieną su kitu ir su 
n-kampio viršūnėmis, kad, be tų taškų, kitų sankirtos taškų ne- 
būtų, daugiakampio vidus bus padalytas į „4+2m-—2 trikampius. 

Sprendimas. Imkime n-kampį ir jame laisvai pažymėkime 
m taškų. Sujunkime tuos taškus vieną su kitu ir su n-kampio vir- 
šūnėmis (66 pav.). Gausime grafą. Nubrėžę visas galimas nesi- 
kertančias briaunas grafo išorėje (viena jų pavaizduota brūkšni- 


67 pav. 
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ne linija 66 paveiksle), gausime pilnąjį plokščiąjį grafą su m+n 
viršūnių (ir 2— 3 nubrėžtomis briaunomis). 

Atsižvelgę į anksčiau įrodytą savybę, galime tvirtinti, kad tas 
graias turės 3(14+m) —6 briaunas. 

Iš pilnojo plokščiojo graio briaunų skaičiaus atėmę n—3, gau- 
name duotojo grafo briaunų skaičių; jis lygus 214+3m—3." 

Pažymėję trikampių sričių skaičių $3, gauname: 


n+3S53=2(2n+3m-—3), arba Sz=n+2m—2. 


Kyla klausimas, ar galima n-kampį analogiškai suskaidyti į 
keturkampius? Jeigu galima, tai kiek bus tokių keturkampių? 
Pasirodo, kad n-kampį galima suskaidyti į keturkampes sritis 
(nebūtinai iškiliąsias), jeigu n — lyginis skaičius. Tuomet ketur- 
kampių bus n/24+m- 1. | 
Situaciją, aprašytą uždavinio sąlygoje, atitinka plokščiasis gra- 
fas, pavaizduotas 67 paveiksle. Pažymėję to grafo briaunų skai- 
čių B, viršūnių skaičių V, sienų skaičių S, o keturkampių sienų 
skaičių S,, gauname: - 
2B=45,+ rn, 
V=m+n, 


Kadangi grafas yra plokščias, tai teisinga Oilerio formulė 
V-B4+S--2, 


Įrašę į tą lygybę B, V ir S reikšmes, randame: 
2(n4+m) +2(S,4+1) —4S,—n=4; 


S, =n/2+ m-l. 

Kadangi S, ir m — sveikieji skaičiai, tai n turi būti lyginis 
skaičius. | 

6 uždavinys. Iškilojo 20-kampio viduje pažymėti 8 taš- 
kai, kurie atkarpomis taip sujungti vienas su kitu ir su daugia- 
kampio viršūnėmis, kad tos atkarpos neturi kitų bendrų (be pa- 
žymėtųjų) taškų. Kiek atkarpų nubrėžta to daugiakampio viduje? 

Sprendimas. Pasinaudoję ankstesniojo uždavinio rezulta- 
tais, randame visų trikampių sričių skaičių: 


S,=204+2-8—2=34. 
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Kartu su daugiakampio išorine sritimi jų bus 3441=35. Tad 
V=m4+n=28, ir pagal Oilerio teoremą 


B=354+28—2=6), 
B,=B-20=41 (atkarpa). 


7 uždavinys. Kad m-kampį nesikertančiomis (susikertan- 
čiomis tik viršūnėse) įstrižainėmis būtų galima suskaidyti į R-kam- 
pes sritis, skaičius m turi būti n(k—2) +2 pavidalo; čia n — bet 
koks natūrinis skaičius. 

Sprendimas. Sakykime, m-kampyje galima nubrėžti p ne- 
sikertančių įstrižainių, dalijančių jo vidinę sritį į R-kampius. 

Šiuo atveju susidarys p+1 A-kampis. Vadinasi, galime už- 
rašyti : 


2B=k(p+1)+m. 


Kita vertus, B=p+m. Įrašę tą reikšmę į ankstesnę lygybę, 
gaūname: 


2(p+-m)=k(p+1) + m; 


B= (m-—k)/(h- 2). 


Be to, žinome, kad S;=p+1, arba S= (m-—2)/(4—2); čia S, 一 
k-kampių skaičius. Kadangi p ir S — sveikieji teigiami skaičiai, 
tai skaičiai (m—k)/(k—2) ir (m-—2)/(4—2) taip pat turi būti 
sveikieji. 

Vadinasi, m—k=n(k-—2), arba m=n(L—2) +k; čia n — natū- 
rinis skaičius. Kita vertus, gauname: m—2=n(k-—2), arba m= 
=n(k-— 2) 十 2. 

Atkreipsime dėmesį į tai, kad skaičių m=n(k-—2) +2 aibė yra 
skaičių m=n(k—2) +k aibės poaibis. Vadinasi, galima imti reikš- 
me m=n(k-2)5+2. 

Taikant formules p= (m—k)/(4—2) ir S= (m—2)/(2—2), iš- 
sprendžiama daugelis skaidymo uždavinių. 

8 uždavinys. m-kampis nesikertančiomis (susikertančio- 
mis tik viršūnėse) įstrižainėmis suskaidytas į 60 šešiakampių sri- 
čių. Reikia rasti m reikšmę. | 

Sprendimas. Naudosimės praeito uždavinio rezultatais. Į 
formulę S,= (m—2)/(4—2) įrašę sąlygos duomenis 60= (m- 
—2)/(6—2), randame: m= 242, 

Dabar įrodysime šitokią teoremą. 
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Teorema. Pilnasis grafas su n viršūnių yra plokščias, kai 
ns4. 

Įrodymas. Iš tikrųjų pagal apibrėžimą pilnasis grafas turi 
n(n—1)/2 briaunų, o pilnasis plokščiasis grafas su n viršūnių tu- 
ri 3n—6 briaunas. 

Kadangi bet koks plokščiasis grafas turi briaunų ne daugiau 
už pilnąjį plokščiąjį grafa su tiek pat viršūnių, tai teisinga ši- 
tokia nelygybė: | 


n(n—1)/2<3n—6, arba nž—7n4+12<0. 


Išsprendę tą nelygybę, gauname: n<4. Taigi, jeigu pilnasis 

grafas turi 5 ar daugiau viršūnių, tai jis negali būti plokščias. 
' Dabar išnagrinėkime keletą žinomų įdomiųjų uždavinių, ku- 

riuos gana sunku išspręsti nesiremiant gralų teorija. 

9 uždavinys. Į kiek sričių daugiausia gali suskaidyti 
plokštumą du susikertantys iškilieji daugiakampiai, iš kurių vie- 
nas turi m, o kitas n kraštinių (n< m)? 

Sprendimas. Sakykime, daugiakampių viršūnės ir jų san- 
kirtos taškai yra grafo viršūnės. Tas grafas yra plokščias, ir jam 
taikytina Oilerio formulė 


V-B+S=2. 
Rasime to grafo viršūnių ir briaunų skaičių. 
V=V, + A: 
čia V,=m+n; X — daugiakampių sankirtos taškų skaičius. 
28 =4X +2V,, | 


nes kiekvienos daugiakampio viršūnės laipsnis yra 2, o kiekvie- 
no sankirtos taško laipsnis yra 4. 
Įrašę V ir B reikšmes į Oilerio formulę, gauname: 


V,.+X-2X-V,+S=2; iš čia S=X4+2. 


S reikšmė yra didžiausia, kai X reikšmė didžiausia. Kadangi 
X<2n (kiekviena n-kampio kraštinė kerta m-kampio kraštinę ne 
daugiau kaip dviejuose taškuose), tai aišku, kad S reikšmė bus 
didžiausia, kai X=2n. Tada S=2n +2. 

Įrodysime štai ką: kad ir kokie būtų m ir n (n<m), galima 
sukonstruoti tokius daugiakampius, kuriems būtų teisingas sąry- 
šis S=2n+2. | | 

Laisvai nubrėšime apskritimą ir pažymėsime jame m taškų. 
Nuosekliai juos sujungę, gausime įbrėžtąjį m-kampį. 
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Pradėję nuo kokio nors lanko (sutraukiančio m-kampio kraš- 
tines), apskritine pažymėkime n taškų (po vieną lanke), nesu- 
tampančių su m-kampio viršūnėmis. Tuos taškus nuosekliai su- 
jungę, gausime į tą patį apskritimą įbrėžtą n-kampį. | 

Pašalinę apskritimą, gausime du susikertančius iškiluosius 
daugiakampius, skaidančius plokštumą į 2 42 sričių. 

Atkreipsime dėmesį į tai, kad didžiausias skaidymo sričių skai- 
čius nepriklauso nuo daugiau kraštinių turinčio daugiakampio 
kraštinių skaičiaus. 

10 uždavinys. Plokštumoje pažymėta 1000 taškų, iš ku- 
rių nėra tokių trijų taškų, kurie būtų vienoje tiesėje. Nuosekliai 
įungsime tuos taškus atkarpomis tol, kol neliks nė vienos poros 
taškų, kuriuos dar būtų galima sujungti nesikertančiomis atkar- 
pomis. Kaip keičiasi atkarpų skaičius, keičiantis tų taškų padė- 
čiai plokštumoje? Raskite jo kitimo intervalą. 

Sprendimas. Pasinaudoję sąryšiu, gautu sprendžiant 5 
uždavinį, randame grafo, atitinkančio šį uždavinį, briaunų skai- 
čių: B=2n +3m-—3. 

Iš sąlygos m4+n= 1000. Tada B=3(m+n) —n—3,; iš čia B= 
=2997—n, o n yra daugiakampio kraštinių skaičius. Todėl 3 S < 
<1000. Didžiausia B reikšmė atitiko mažiausią n reikšmę (t. y. 
n=3), o mažiausia B reikšmė — didžiausią n reikšmę (t. y. n= 
= 1000). Todėl 1997 < B < 2994. 

Išnagrinėkime dar vieną įdomią teoremą. 

Teorema. Plokštumoje duotos dvi taškų aibės A= [X,, 
X>,..., X.) ir B=(Y,, Yo,..., Ym}; čia n>2 ir m2=2. 

Atkarpomis arba lankais taip sujunkime visas galimas taškų 
X; (2<iK<n) ir Y; (2 S <m) poras, kad tuos taškus jungian- 
čios atkarpos (arba lankai), be minėtųjų taškų, kitų sankirtos taš- 
kų neturėtų. Taip gautas grafas turės m+n—2 sienų. 

Įrodymas. Teoremos sąlygas atitinkantis grafas turės tik 
keturkampės sienas (68 pav.). Iš tikrųjų, tarus, kad tas grafas 


68 pav. 
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turi bent vieną trikampę sieną, iš trijų jos viršūnių dvi priklau- 
sytų tai pačiai aibei, bet tai prieštarauja teoremos sąlygai. 

Analogiškai galima įrodyti, kad tas grafas negali turėti sie- 
nos su daugiau kaip keturiomis briaunomis. Priešingu atveju 
jame nebūtų nubrėžtos visos galimos atkarpos (lankai), jungian- 
čios aibių A ir B taškus. 

.. Taigi teoremos sąlygas atitinkančio grafo visos sienos yra 
keturkampės. Tad 4S=2B, arba B=2S. | 

Kita vertus, kadangi grafas yra plokščias, tai teisinga Oilerio 
formulė V-—B+S=2. Įrašę į tą formulę reikšmę V=n14+m, gau- 
name S=24+2S-—- (m+n), arba S=m+n-—2. 

Aišku, šiuo atveju B=2(m4+m1—2). 

11 uždavinys. Per vasaros karines pratybas vadas, siek- 
damas išaiškinti 20 „priešo“ objektų, nutarė pasiųsti į žvalgybą 
kaip galima daugiau karių. Kiek skyrių po 5 karius kiekviename 
gali pasiųsti vadas į mokomąją žvalgybą, jeigu kiekvieno kario 
užduotis — išžvalgyti tik vieną objektą, o į žvalgybą išėjusių ka- 
rių keliai neturi kirstis (gali kirstis tik pačiame objekte). Be to, 
kiekvieną objektą turi žvalgyti kariai iš skirtingų skyrių. 

Sprendimas. Ieškomąjį skyrių skaičių pažymėkime x; ta- 
da žvalgų skaičius bus 5x. 

Grafas, atitinkantis šią situaciją, pagal ką tik įrodytą teore- 
mą privalo turėti 2(x+20—2) briaunų. 

Kadangi kiekviena briauna atitinka vieno žvalgo kelią, tai 
galima sudaryti šitokią lygtį: 


5x=2(x+20—2); iš čia x= 12. 


— — 8. UŽDAVINIŲ SPRENDIMAS NAUDOJANTIS 
GRAFAIS | 


Išnagrinėsime kai kuriuos praktinio pobūdžio uždavinius, spren- 
džiamus remiantis graių teorija. Jeigu kurio nors uždavinio spren- 
dimui teks taikyti dar nenagrinėtą teoremą, tai ją pateiksime be 
įrodymo (įrodymą galite rasti knygelės gale nurodytoje litera- 
tūroje). f 

1 uždavinys. Ant stalo padėti 7 lošimo kauliukai. Du žai- 
dėjai A ir B paeiliui ima arba vieną, arba du kauliukus (savo 
nuožiūra). Laimi tas, kuris paima paskutinį- kauliuką. Kaip rei- 
kia žaisti, norint laimėti? 

Sprendimas. Kad numatytume teisingą žaidimo strategi- 
ją, uždavinio situaciją pavaizduokime grafu (69 pav.). 
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Sakykime, 69 paveiksle lygiagrečiomis tiesemis pavaizduoti 
lošimo kauliukai, o taškais tose tiesėse pažymėta (raidėmis A ir 
B su indeksais), kuris žaidėjas ir kokia tvarka ėmė vieną ar kitą 
kauliuką. Žaidimo pradžią vaizduoja taškas O. 


ABA AB 6 1 B AAAAABAA 


| 
| 
S SHI 
V 


69 pav. 


Sakykime, burtai lėmė, kad pirmasis pradeda žaidėjas A. Jis 
gali: paimti arba vieną kauliuką (69 paveiksle ta galimybė pa- 
vaizduota atkarpa O04;), arba du (atkarpa 04). 

Žaidėjas B pirmą kartą gali paimti vieną arba du kauliukus 
iš likusių (jo galimybės pavaizduotąs brūkšninėmis atkarpomis 
A,B,;, A,B; ? A,B;, A;B;). 

Toliau analizuodami žaidimą ir žymėdami galimus žaidėjų 
veiksmus atkarpomis, gauname žaidimo schemą — grafą, vadi- 
namą medžiu (labai jau jis panašus į tikrą medį). 

Panagrinėję šio žaidimo medį, pamatysime, kad žaidėjas A 
gali numatyti tokią strategiją, kuria tikrai laimės, kad ir kaip 
žaistų žaidėjas B. 

Iš tikrųjų, jeigu žaidėjas A, pradėdamas žaidimą, paims vieną 
kauliuką (žr. 69 paveiksle pavaizduoto medžio dešiniąją pusę), 
tai žaidėjas B gali paimti vieną arba du kauliukus. 

Sakykime, žaidėjas B paima vieną kauliuką, tada žaidėjas A 
„sekančiu ėjimu turi paimti du kauliukus (jeigu žaidėjas B paima 
du kauliukus, tai žaidėjas A sekančiu ėjimu turi paimti vieną 
kauliuką). 

Visai taip pat žaidėjas A žaidžia toliau: jeigu žaidėjas B pa- 
ima vieną kauliuką, tai jis ima du kauliukus ir atvirkščiai. 

Pasirinkęs tokią žaidimo strategiją, žaidėjas A būtinai laimės. 

Jeigu žaidėjas A pirmuoju ėjimu paima du kauliukus, tai Žai- 
dėjas B gali taip žaisti, kad laimėtų. 
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"Taigi teisinga žaidimo strategija yra šitokia: žaidimą reikia 
pradėti pirmajam ir žaisti taip, kaip aprašyta anksčiau. 

Šį uždavinį galima apibendrinti. 

Sakykime, ant stalo yra M=p+(m+n)k kauliukų; čia m 一 
mažiausias, o n — didžiausias skaičius kauliukų, kuriuos galima 
paimti iš karto (vienu ėjimu), 4 — bet koks natūrinis skaičius, 
p — natūrinis skaičius, tenkinantis sąlygą | 


m<p<n. 


Anksčiau nagrinėtame uždavinyje M=7, m=1, n=2, p=], 
k=2,7=1+(1>+2)-2. 
dantis žaidėjas, numatęs teisingą strategiją, būtinai laimės. 

Sakykime, žaidėjas A pradeda žaidimą ir pirmuoju ėjimu pa- 
ima p kauliukų, o žaidėjas B sekančiu ėjimu paima r (m<r<n) 
kauliukų. Tada žaidėjas 4 antruoju ėjimu turi paimti g kauliukų, 
kad būtų r+g4=m+n (tai visada galima). Taip žaisdamas to- 
liau, žaidėjas A būtinai laimės. 

Aprašytąją žaidimo strategiją savarankiškai pritaikykite atve- 
jui, kai p=6, m=5, n=8, k=2. Imkite bet kokį kauliukų skaičių 
M, tenkinantį nurodytąsias sąlygas. 

2 uždavinys. Žinoma, kad, parenkant kosminių laivų eki- 
pažus, būtina atsižvelgti į visų jo narių psichologinę darną. Sa- 
kykime, kosminio laivo ekipažas sudaromas iš trijų Žmonių: va- 
do, inžinieriaus ir gydytojo. Yra keturi kandidatai vado parei- 
goms (ū;, as, a3,. 04), trys kandidatai — inžinieriaus pareigoms 
(bi, bə, ba) ir trys — gydytojo pareigoms (ci, c2, c3). Tam tik- 
rais bandymais nustatyta, kad psichologiškai dera: 

a): vadas a, inžinieriai b, bei bs ir gydytojai cz bei c3; 

b) vadas as, inžinieriai b, bei b ir visi gydytojai; 

c) vadas a3, inžinieriai bı bei b2 ir gydytojai cl bei c3; 

d) vadas a,, visi inžinieriai ir gydytojas c2. 

Be to, psichologiškai nedera inžinierius b, ir gydytojas c3; in- 
žinierius b ir gydytojas cı; inžinierius .ba ir gydytojas c2. 

Keliais variantais gali būti sudarytas kosminio laivo ekipažas? 

Sprendimas. Sudarykime grafus, atitinkančius uždavinio 
sąlygą: grafo viršūnės vaizduos vienus ar kitus specialistus (žy- 
menis paliksime tuos pačius); grafo briaunos reikš, kad specia- 
listai psichologiškai dera. Jeigu kuriame nors grafe nebus briau- 
nos, tai reikš, kad atitinkama žmonių pora psichologiškai nedera. 

Gausime keturis grafus, pavaizduotus 70 paveiksle. Nesunku 
pastebėti, kad ieškomasis galimų kosminio laivo ekipažų skaičius 
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yra lygus skaičiui trikampių, kurių viršūnės yra taškai a;, Dj, Cr; 
i=1, 2, 3, 4, j=1, 2, 3, k=l, 2, 3. 

Kosminio laivo ekipažo sudėtis gali būti šitokia: (aj, b1, Co), 
(ai, ba, C3), (a2, bi, cı), (a2, bi, C2), (a2, bo, c2), (a2, bə, Cs), (as, 
bi, cı), (aa， bə, C3), (a4, bi, C>), (a4, bs, C2). 


C2 
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a b, 
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70 pav. 


3 uždavinys. Reikia įrodyti, kad iš šešių atsitiktinai su- 
rinktų žmonių visada bus trys poros pažįstamų arba trys poros 
nepažįstamų. 

Sprendimas. Sudarysime graią, atitinkantį uždavinio są- 
lygą. Taškais žymėsime žmones. Ištisine linija sujungti du taš- 
kai atitinka pažįstamų žmonių porą; brūkšnine linija sujungti du 


43 


taškai atitinka nepažįstamų žmonių porą. Taigi gausime pilnąjį 
grafa, turintį 6 viršūnes (71 pav.). f 

Kadangi kiekvienos grafo viršūnės laipsnis yra 5, tai aišku, 
kad iš kiekvienos grafo viršūnės išeina trys ar daugiau ištisinių 
linijų (grafo briaunų) arba trys ar daugiau brūkšninių linijų. 


Sakykime, iš grafo viršūnės B išeina trys ištisinės linijos BC, 
BD ir BK. Kurią nors porą iš taškų C, D ir K sujungę ištisine 
linija, gauname trikampį, kurio visos kraštinės yra ištisinės lini- 
jos. Tai reiškia, kad iš tų 6 žmonių trys poros yra pažįstamų. 
Jeigu nė viena pora iš tų taškų nėra sujungta ištisine linija, tai 
taškai C, D ir K yra viršūnės- trikampio, kurio kraštinės — brūkš- 
ninės linijos. O tai reiškia, kad tarp tų 6 žmonių yra trys poros 
nepažįstamų. 5 i 

4 uždavinys. Plytinėje yra keturios krosnys plytoms deg- 
ti. Degtos plytos kraunamos į specialų vagonėlį ir vežamos prie 
vienos iš keturių platformų; čia jos kraunamos į mašinas. 

Kiekviena iš keturių krosnių turi būti bėgiais sujungta su 
kiekviena iš keturių pakrovimo platformų. Reikia rasti mažiausią 
bėgių sankirtų skaičių. 

Sprendimas. Uždavinys lengvai išsprendžiamas pritaikius 
šitokią teoremą: „Sakykime, dvi grafo briaunos kertasi ne dau- 
giau kaip-viename vidiniame taške. Briaunų, jungiančių kiekvie- 
na iš m grafo viršūnių su kiekviena iš . kitų viršūnių, vidinių 
sankirtos taškų skaičius ne didesnis kaip: | 

a) (r?—r)(s?—s), kai m=2r, n=2s, t. y. skaičiai m. ir n yra 
lyginiai; | 

b) (r?—r)s?, kai m=2r, n=2s 11; 

c) 7*(sŽ—s), kai m=2r+1, n=2s; 

d) r?s?, kai m=2r4+1, n=254+1“. | 

Neįrodę tos teoremos, ją taikysime šiam uždaviniui. Iš sąly- 
gos m=mn=4=2-2; tad r=s=2. Pritaikę pirmąjį teoremos tei- 
ginį, gauname mažiausią bėgių sankirtų skaičių (22—2) X (2?— 2) = 
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=4. 72 paveiksle pavaizduotas vienas iš galimų bėgių nutiesimo 
variantų (plytų degimo krosnys pažymėtos taškais Oi, O2, Os, 04, 
o platformos Pi, Po, P3, P4). 

5 uždavinys. Gamyklos komjaunimo organizacija, susi- 
dedanti iš n* (n, k— natūriniai skaičiai, n>1) komjaunuolių, 
nutarė organizuoti budėjimą gamyklos klube. Buvo pasiūlyta bu- 
dėti po n komjaunuolių, bet taip, kad du tie patys komjaunuo- 
liai kartu budėtų tik vieną kartą. 


72 pav. 


Reikia rasti, kiek daugiausia galima sudaryti tokių budinčiųjų 
komjaunuolių grupių, kai n=4, k=2. 

> Sprendimas. Sakykime, kiekvieną budintįjį atitinka pil- 
nojo grafo viršūnė, o dviejų komjaunuolių budėjimą kartu — briau- 
na, jungianti dvi viršūnes. Aišku, grafo viršūnių skaičius lygus 
nè, Budinčiųjų grupių skaičius bus didžiausias, jeigu budės kartu 
bet kurie du komjaunuoliai; vadinasi, šią situaciją atitinka pilna- 
sis grafas. Kita vertus, kadangi kiekvienoje grupėje turi būti n 
komjaunuolių, tai kiekvieną budinčiųjų grupę atitinka vienas pil- 
nasis grafas su n viršūnių ir (n— 1)/2 briaunų. 

Taigi grafe, atitinkančiame uždavinio sąlygas, briaunų gali 
būti ne daugiau kaip Mk (n*—1)/2. Akivaizdu, kad didžiausias bu- 
dinčiųjų grupių skaičius R lygus nk (n*—1)/n(n—1) =n- X (nk — 
—1)/(n— 1). 

Atskiru atveju, kai n=4, k=2, gauname R= 20. 

6 uždavinys. Sakykime, aibę sudaro lyginis skaičius žmo- 
nių, tarp kurių negali būti trijų, turinčių po tiek pat pažįstamų 
iš kitų tos aibės Žmonių. 

Kiek žmonių sudaro tą aibę, jeigu yra mažiausiai 300 pažįsta- 
mų Žmonių porų? i 
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Sprendimas pagrįstas šitokia teorema (pateikiame be įro- 
dymo): „Jeigu grafas neturi trijų to paties laipsnio viršūnių, tai 
to grafo mažiausias briaunų skaičius B išreiškiamas formule 


ei E 2)/8, kai n — lyginis skaičius, 
[((27—1)?4+4)8Į!, kai n — nelyginis skaičius“. 


Pritaikę šią teoremą (laikome, kad žmones atitinka grafo vir- 
šūnės, o dviejų tos aibės žmonių pažinti — briaunos, jungiančios 
atitinkamą viršūnių porą), gauname: 


n(n—2)/8=300; iš čia n?—2n—2400=0. 


Išsprendę tą lygtį, gauname n=50 (nes n= —48 netenkina 
sąlygos n—>0). Taigi ieškomąją aibę sudaro 50 žmonių. 


Uždaviniai ir pratimai 


21. Į kiek daugiausia dalių gali padalyti plokštumą du susi- 
kertantys trikampiai? 

22. Į kiek daugiausia dalių gali padalyti plokštumą du susi- 
kertantys keturkampiai? 

23. Susikertantys keturkampis ir trikampis plokštumą gali pa- 
dalyti ne daugiau kaip į 8 dalis. Kiek daugiausia gali būti tų 
figūrų sankirtos taškų? | 

24. Tam tikrame daugiakampyje galima nubrėžti iki 13 nesi- 
kertančių įstrižainių, kurios tą daugiakampį dalija į 14 trikam- 
pių sričių. Kiek kraštinių turi daugiakampis? 

25. Įrodykite, kad kiekvienas n-kampis, nubrėžus jame visas 
nesikertančias įstrižainės, padalijamas į n—2 trikampes sritis. 

26. Plokštumoje taip nubrėžta n apskritimų, kad bet kurie du 
iš jų kertasi ir jokie trys neina per vieną tašką. Į kiek dalių da- 
lija plokštumą tie n apskritimų? 

27. Į kiek dalių daugiausia gali padalyti plokštumą iškilasis 
n-kampis, kurį kerta apskritimas? 

28. m-kampis yra n-kampyje; visos jų viršūnės, kurias galima 
sujungti, sujungtos atkarpomis, nesikertančiomis jokiuose kituose 
taškuose. Į kiek sričių padalyta plokštuma? 

29. Plokštumoje yra n tiesių, tarp kurių nėra dviejų lygiagre- 
čių ir trijų, einančių per vieną tašką. 

a) Keliuose taškuose kertasi tos tiesės? 

b) Kiek yra tų tiesių, jeigu susikirsdamos jos sudaro 21 už- 
darąją sritį? 


! Simboliu [] žymima skaičiaus sveikoji dalis. 
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30. Duoti trys koncentriniai apskritimai, kuriuose pažymėta m, 
n ir k taškų. Tie taškai sujungti atkarpomis (arba lankais), ku- 
rios kituose taškuose (be pažymėtųjų) viena su kita nesikerta. 
Į kiek trikampių sričių daugiausia gali būti padalyta ši figūra? 

31. Norėdamas patikrinti „priešo“ kovinį pasirengimą ir išžval- 
gyti m priešo objektų, vadas sudarė n skyrių po tiek pat karių 
kiekviename. Kiekvienas karys turėjo išžvalgyti po vieną priešo 
objektą; be to, bet kurie du to paties skyriaus kariai negalėjo 
žvalgyti to paties objekto. Kiek daugiausia žvalgų turi būti, kad 
jų nueiti keliai nesikirstų? | 

32. Trikampio viduje pažymėta m taškų, kurie sujungti su tri- 
kampio viršūnėmis ir vienas su kitu. Įrodykite, kad susidariusio 
grafo trikampių skaičius yra lyginis. ` 


9. ZEMĖLAPIO SPALVINIMO PROBLEMA 


Regis, nieko nėra paprasčiau, kaip nuspalvinti politinį kontū- 
rinį geografinį žemėlapį. Vieną iš jame pavaizduotų valstybių 
reikia spalvinti viena spalva, o valstybes, kurios su ja ribojasi, — 
kitomis spalvomis. 

Tačiau, kai spalvų skaičius ribotas, uždavinys. tampa gerokai 
sudėtingesnis. Dar sunkesnis uždavinys — teisingai nuspalvinti vi- 
sai baltą kontūrinį žemėlapį su mažiausiai spalvų. 

Tai įdomus topologinio pobūdžio uždavinys, dažnai pasitaikan- 
tis praktikoje. Panašūs uždaviniai iškyla dažant audinius, klojant 
A piešinio parketines grindis, kuriant dekoratyvinius pano 
irt. t. = + 

Žemėlapio spalvinimo skirtingu skaičiumi spalvų uždavinys 
domino daugelį matematikų. 1879. m. anglų matematikas A. Kelis 
Karališkosios geografu draugijos posėdyje paskelbė šitokią hipo- 
tezę: bet kokį geografinį žemėlapį galima taip nuspalvinti ketu- 
riomis spalvomis, kad kaimyninės valstybės būtų skirtingų spal- 
vų. Tačiau iki šiol dar niekam nepavyko tos hipotezės patvirtinti 
arba paneigti. Siekdami išspręsti šį uždavinį, matematikai iš- 
sprendė daugybę kitų uždavinių, susijusių su žemėlapių spalvi- 
nimu. 

Žemėlapio spalvinimo problemą panagrinėsime smulkiau. 

Kiekvieną geografinį žemėlapį galima laikyti tam tikru plokš- 
čiuoju grafu. Valstybių teritorijos bus to grafo sienos, valstybių 
sienos — grafo briaunos, o valstybių sienų sankirtos taškai — gra- 
io viršūnės. Be to, laikykime, kad kiekviena valstybė žemėlapyje 
pavaizduota vieninga jungiąja sritimi, 
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I teorema. Bet koks žemėlapis plokštumoje turi bent vieną 
sieną, kurios briaunų skaičius mažesnis kaip 6. | 

Prieš pradėdami įrodyti, atkreipsime dėmesį štai į ką: kai 
p(xi)>3, kiekvieną plokščiąjį grafą (73 pav.) galima taip trans- 
formuoti, kad kiekvienos įo viršūnės laipsnis būtų 3!. 

Tai galima atlikti šitaip: viršūnes, kurių laipsnis aukštesnis 
kaip 3, laikyti apskritimų centrais ir nubrėžti apskritimus. Gausi- 


73 pav. 74 pav. 


me grafą; kuriame skrituliai taip pat bus sienos (74 pav.). Ne- 
sunku pastebėti, kad gautojo graio bet kurios viršūnės laipsnis 
yra 3. 

Žemėlapiai, turintys šią savybę, vadinami normaliaisiais že- 
mėlapiais. p 

Dabar įrodysime suformuluotąją teoremą. Vartosime šitokius 
žymenis: 

S; — skaičius sienų, kurios ribojasi su į sričių, 

V — grafo viršūnių skaičius; 

B — jo briaunų skaičius, 

S — visų gralo sienų skaičius. 

Įrodinėsime teoremą tuo atveju, kai žemėlapis yra normalus. 

Kadangi toks žemėlapis yra homogeninis grafas, tai 


3V=2B. (t) 
Kita vertus, 
2B=2S,4+3554+45,+... (2) 
9 一 9? 十 3 十 4 十 ... (3) 
Remiantis Oilerio teorema， 
6VY 一 68 二 6s 一 12. (4) 


1 Galima sakyti, kad plokščiasis grafas, atitinkantis turimą žemėlapį, ne- 
turi antrojo laipsnio viršūnių, nes dvi briaunas, išeinančias iš tos viršūnės, 
galima sujungti į vieną, nepakeičiant žemėlapio spalvinimo schemos. 
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Iš (1), (2), (3) ir (4) lygybių gauname 
12=4S;4+3S542S,4+Ss— (574+>255+-..). (5) 


Iš (5) lygybės išplaukia, kad skaičiai S;, S3, S4, Ss kartu ne- 
gali būti lygūs nuliui; tai ir rodo, kad teorema yra teisinga. 

Ta teorema yra teisinga ir tuomet, kai žemėlapį vaizduojantis 
grafas yra nehomogeninis. Tada 3V<2B: kita vertus, tarę, kad 
visos sienos turi daugiau kaip 5 briaunas, gauname 65 <2B. Iš 
čia V<2B/3 ir S< B73. 

Įrašę rastąsias V ir S ribines reikšmes į Oilerio formulę, gau- 
name: 


2=V-B+S<B/3+2B/3—B=0, t. y. 2<0. 


Gavome prieštarą. Taigi teorema teisinga. 

2 (dviejų spalvų) teorema. Būtina ir pakankama sąlyga, 
kad žemėlapį būtų galima nuspalvinti dviem spalvomis, — iš tą 
žemėlapį vaizduojančio grafo kiekvienos viršūnės turi išeiti ly- 
ginis skaičius briaunų (valstybių sienų). 

Tos sąlygos būtinumas akivaizdus, nes „žemėlapio nebūtų ga- 
lima nuspalvinti dviem spalvomis, jeigu iš kokios nors jį vaiz- 
i i grafo viršūnės išeitų nelyginis skaičius briaunų (75 
pav 


ai .6 

? 

B oL 
75 pav. 


Kad teoremos sąlyga yra pakankama, įrodysime matematinės 
indukcijos metodu, taikydami ji briaunų (valstybių sienų) skai- 
čiaus atžvilgiu !. 

Tarkime, žemėlapį vaizduojantis grafas turi n+1 briauną ir 
visos grafo viršūnės yra lyginio laipsnio. Jeigu iš bet kurios gra- 
io viršūnės A eisime bet kuria kryptimi, tai, praėję baigtinį skaičių 
viršūnių, grįšime į viršūnę A. Nueitasis kelias bus ciklas (pa- 
prastasis).. 


Pašalinę tą ciklą, gauname naują grafą, kurio viršūnės taip 
pat bus lyginio laipsnio, o briaunų skaičius bus mažesnis negu 


! Čia ir visur kitur pirmąjį indukcijos žingsnį atlikite savarankiškai. 
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n+1. Pagal indukcijos prielaidą naująjį grafą galima nuspalvinti 
dviem spalvomis. | : 

Dabar, grąžinę pašalintąjį ciklą, gauname pradinį grafą. Kiek- 
vieną iš spalvų kurioje nors grąžintojo ciklo pusėje (pvz., ciklo 
viduje) pakeitę kita spalva iš tų dviejų duotųjų, gauname dvi- 
spalvį grafą, vaizduojantį žemėlapį (76 pav.). 


76 pav. 


Praktiškai tokį žemėlapį galima nuspalvinti šitaip: iš pradžių 
nuspalviname vieną jo sritį, paskui ta pačia spalva nuspalvina- 
me visas tas sritis, kurios su pirmąja turi tik vieną bendrą taš- 
ką. Po to kita spalva spalviname sritis, kurios ribojasi su pra- 
dine sritimi (turi bendrą briauną) ir toliau darome taip kaip ir iš 
pradžių (77 paveiksle spalvinimo dviem spalvomis a ir B tvarka 
nurodyta indeksais). Negalima žemėlapio pradėti spalvinti dvie- 
jose vietose, nes tuomet dvi gretimos sritys gali būti nuspalvin- 
tos vienodai. 

3 (trijų spalvų) teorema. Būtina ir pakankama sąlyga, kad 
normalųjį žemėlapį būtų galima nuspalvinti tik trimis spalvomis, — 
jį vaizduojančio grafo kiekviena siena turi turėti lygini skaičių 
briaunų. | 

Įrodymas. Sąlygos būtinumas akivaizdus. Jeigu grafas tu- 
ri sieną, kuri ribojasi su nelyginiu skaičiumi kitų sienų, tai trijų 
spalvų nepakaks (78 pav.). 


78 pav. 
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Kad toji salyga pakankama，jrodysime matematines indukci- 
jos metodu. 

Pagal teoremos sąlygą žemėlapį vaizduojančio grafo sienos 
turi ribotis su lyginiu skaičiumi sienų. 

Iš 1 teoremos išplaukia, kad yra tokia siena, kuri ribojasi su 
dviem (arba keturiomis) sienomis. 

Išnagrinėsime kitus atvejus. 

l. Sakykime, grafo siena a ribojasi tik su dviem sienomis ai 
ir g; (79 pav.) ir tas grafas turi n4+1 sieną. Pašalinę sienų a ir 
a, bendrą briauną (valstybių sieną), gausime naują grafą, turin- 
tį n sienų. 

Pagal indukcijos -prielaidą šį naująjį grafą (žemėlapį) galima 
nuspalvinti trimis skirtiūgomis spalvomis. 


4 Ay 
Xy CC Xa 
Op Az 3 
T9 pav. | 80 pav. 


Jeigu dabar grąžinsime pašalintąią briauną (valstybių sie- 
ną), tai sritys a ir g, bus nuspalvintos ta pačia spalva. Nuspalvi- 
nus sritį a spalva, kitokia negu sričių a, ir a; spalvos, visas že- 
mėlapis bus trijų spalvų. 

2. Jeigu grafas yra toks, kaip pavaizduotasis 80 paveiksle, 
tai jam nuspalvinti pakaks trijų spalvų. 

Atkreipsime dėmesį į tai, kad pagal teoremos sąlygą ketu- 
rios sienos negali ribotis viena su kita; priešingu atveju būtų 
tokia siena, kuri ribotysi tik su trimis sienomis, o tai priešta- 
rautų teoremos sąlygai. Vadinasi, tokiame grafe negali ribotis 
(d, SU Q2 ir ū5 SU 4. 

 Pašalinę sienų a ir da, 0 ir Q4 ribas, gauname naują grafą, 
turintį dviem sienomis mažiau negu pradinis grafas. 

Pagal indukcijos prielaidą naująjį grafą galima nuspalvinti 
trimis spalvomis. Šiuo atveju sienos a; ir aa bus vienos spalvos, 
o sienos a, ax ir os — kitos, t. y. bus panaudotos tik-dvi spalvos. 

Grąžinus pašalintąsias briaunas (valstybių sienas) ir sieną a 
nuspalvinus trečiąja spalva, visas grafas bus trijų spalvų. 

4 (penkių spalvų) teorema. Bet kokį normalųjį žemėlapį 
galima nuspalvinti penkiomis skirtingomis spalvomis. 

Pagal 1 teoremą bet koks plokščiasis grafas turi sieną; kuri 
ribojasi mažiau kaip su šešiomis kitomis sienomis. 


= 51 


Įrodysime, kad visais galimais atvejais (52>0, 53550, S4>£0, 

S50) pakaks penkių spalvų visam žemėlapiui nuspalvinti. 

atvejis. Tarkime, kad žemėlapį vaizduojantis grafas tu- 
ri n+1 sieną; viena iš tų sienų, sakykime, a, ribojasi tik su 
dviem sienomis a; ir az (79 pav.). 

Pašalinę briauną tarp a ir œ, gauname naują grafą, turintį n 
sienų. Pagal indukcijos prielaidą tą graią galima nuspalvinti pen- 
kiomis spalvomis, bet sritys a ir a, bus vienos spalvos. Grąžinę 
pašalintąją briauną ir sieną œ nuspalvinę kita spalva negu a; 
ir do, gauname (ne daugiau kaip) penkiomis spalvomis nuspal- 
vintą žemėlapį. , 

II atvejis. Tarkime, kad grafas turi 1+1 sieną; siena a 
ribojasi su trimis sienomis a1, az ir as (81 pav.). 

Pašalinę sienų a ir a, bendrą briauną, gauname naują grafą 
su n sienų. Pagal indukcijos prielaidą tą grafą galima nuspal- 
vinti penkiomis spalvomis; be to, sienos a ir a, bus tos pačios 
spalvos. Jeigu dabar grąžinsime bendrą sienų a ir a, briauną, o 
sieną a nuspalvinsime kitokia spalva negu sienas a, d; ir Ga, 
tai visam žemėlapiui nuspalvinti taip pat pakaks penkių spalvų. 

III atvejis. Tarkime, kad grafas su n+1 sienų turi sieną 
a, kuri ribojasi su keturiomis sienomis a, 02, 03, a4 (80 pav.). 

Nesunku pastebėti, kad iš tų keturių sienų (a;, a2, @3, 04), ku- 
rios ribojasi su siena a, bus bent dvi sienos, sakykime, a3 ir %4, 


81 pav. 82 pav. 


kurios nesiriboja tarpusavyje (priešingu atveju plokštumoje būtų 
galima pavaizduoti pėnkias tarpusavyje besiribojančias sienas, o 
to neįmanoma padaryti. Tą faktą pirmą- kartą nustatė vokiečių 
matematikas Mėbijus 1840 m.). 

Pašalinę sienų a ir qaa, taip pat sienų a ir a, bendras briaunas, 
gauname naują grafą su n—1 siena: Pagal indukcijos prielaidą 
jį galima nuspalvinti. penkiomis spalvomis, bet sienos a, as ir a4 
bus tos pačios spalvos, o al ir a; — skirtingų spalvų. Grąžinus 
pašalintąsias briaunas ir sieną Q nuspalvinus ketvirtąja spalva, 
visas grafas bus penkių spalvų. 
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IV atvejis. Tarkime, kad grafas turi n+1 sieną ir viena 
siena, sakykime a, ribojasi su penkiomis kitomis sienomis (ai, Go, 
3, Q4, a5) (82 pav.). Šiuo atveju bent dvi sienos (pavyzdžiui, 
a, ir a4) nesiribos viena su kita. 

Pašalinę sienų a ir o;, taip pat a ir a4 bendra briaunas, gau- 
name grafą su 1—1 siena. Pagal indukcijos prielaidą naująjį 
graią galima nuspalvinti penkiomis spalvomis; sienos a, d; ir Q4 
bus vienos spalvos, o sienos a>, as ir as — skirtingų spalvų. 

Grąžinus pašalintąsias briaunas ir sieną a nuspalvinus penk- 
tąja spalva, visas grafas bus penkių spalvų. 

Taigi įrodėme penkių spalvų teoremą. Tačiau daugeliui žemė- 
lapių nuspalvinti praktiškai pakanka keturių spalvų. Priminsime, 
kad iki šiol dar niekam nepavyko to fakto įrodyti arba jį pa- 
neigti. 

„Kaip minėta, su žemėlapio spalvinimo uždaviniu glaudžiai su- 
sije mozaikos bei parketo klojimo uždaviniai. Natūraliai kyla 
klausimas: kokiomis figūromis (vienodomis ar skirtingomis, ar- 
ba ir vienokiu, ir kitokiu deriniu) galima padengti plokštumą 
(sudėti parketines grindis)? 

Čia nagrinėsime tik vieną tų klausimų — galimybes padengti 
plokštumą vienavardžiais daugiakampiais taip, kad iš kiekvienos 
viršūnės išeitų vienodas skaičius briaunų (kraštinių). 

Tarkime, kad visą plokštumą dengia homogeninis gratas, ku- 
rio kiekviena viršūnė yra laipsnio m, o sienos — vienvardžiai 
n-kampiai. 

Išsiaiškinsime, kokios turi būti m ir n reikšmės, kad toks den- 
ginys būtų įmanomas. 

Raide B pažymėsime to grafo briaunų skaičių, S — jo sienų 
skaičių, V — viršūnių skaičių. Tada mV=2B, nS=2B; iš čia mV= 
=nS. Įrašę į Oilerio formulę (V+B—-S=2)V=nS/m ir B=nS/2, 
gauname: | 

人 (1) 


2m + 2n — nm 


Kadangi duotasis grafas dengia visą plokštumą, tai jo sienų 
aibė yra begalinė. Kitaip sakant, galima laikyti, kad 2m4-2n— 
—nm->0. Kad būtų paprasčiau, laikysime em kai —nm=0. Per- 
tvarkę pastarąją lygybę, gauname: 


(mm 一 人) (n—2) =4. (2) 


Parinksime natūrines m ir n reikšmes, tenkinančias (2) ly- 
gybę: m, =3, m=6; m;=4, n;=4; m=6, 1 一 3. Aišku, kitokių m 
ir n reikšmių negali būti. Taigi, jeigu duotasis grafas dengia vi- 
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są plokštumą, tai jo sienos yra arba trikampiai, arba keturkam- 
piai, arba šešiakampiai (83 pav., a, b, c). 

Iš čia išplaukia, jog, norint homogeniniu grafu dengti visą 
plokštumą, jo sienos turi būti arba trikampės, arba keturkampės, 
arba šešiakampės. 


83 pav. 


Jeigu homogeninio grafo viršūnės yra trečiojo laipsnio, tai 
visą plokštumą galima dengti tik šešiakampiais; jeigu graio vir- 
šūnės yra ketvirtojo laipsnio, tai jo sienos turi būti keturkampiai; 
jeigu grafo viršūnės yra šeštojo laipsnio, tai visos jo sienos 一 
trikampiai. 


Uždaviniai ir pratimai 


33. Plokštumoje nubrėžta n apskritimų. Įrodykite, kad grafą, 
susidariusį susikirtus tiems apskritimams, galima nuspalvinti 
dviem spalvomis. | 

84. Įrodykite, kad grafą, susidariusį plokštumoje nubrėžus n 
tiesių, galima nuspalvinti dviem spalvomis. 

35. Įrodykite, kad grafą, gautą plokštumoje nubraižius n tri- 
kampių, galima nuspalvinti dviem spalvomis. 

36. Nubraižykite tokį žemėlapį, kad jam nuspalvinti pakaktų 
trijų spalvų. 

37. Įrodykite, kad kiekvieną unikursalųjį grafą su lyginio 
laipsnio viršūnėmis galima nuspalvinti dviem spalvomis. 

38. Kaip nuspalvinti kubo sienas trimis duotomis spalvomis? 

39. Įrodykite, kad toro paviršiuje galima nubraižyti grafą, ku- 
riam nuspalvinti nepakaks keturių spalvų. 
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10. BRIAUNAINIAI 


-= Mokyklinės geometrijos kurse nagrinėjami vadinamieji papras- 
tieji briaunainiai. 

Briaunainis vadinamas. paprastuoju, jeigu jį kokiu nors bū- 
du galima deformuoti į sierą. 

„Išnagrinėtoji Oilerio teorema tinka ir paprastiesiems briau- 
nainiams. Patikrinkime ją taisyklingiems briaunainiams: 


84 pav. 


a) tetraedrui (84 pav., a): 44+4—6=2; 

b) kubui (84 pav., b): 84+6—12=2; 

c) dodekaedrui (84 pav., c): 20+12—30=2, 

d) oktaedrui (84 pav., d): 64+8—12=2; 

e) ikosaedrui (84 pav., e): 12420 —30=2. 

Norėdami įsitikinti, kad Oilerio teorema tinka bet kokiam iš- 
kilajam briaunainiui, samprotausime šitaip. Pašalinsime vieną 
konkretaus briaunainio sieną ir, mintimis deformuodami (pavyz- 
džiui, tempdami), sutapdinsime jį su plokštumos dalimi (85 pav.). 


Gausime plokščiąjį grafą su tiek pat viršūnių ir briaunų kaip ir 
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nagrinėjamasis briaunainis，grafo sienų skaičius bus vienetu ma- 
žesnis už briaunainio sienų skaičių. 

Kadangi anksčiau buvo įrodyta, jog Oilerio teorema tinka 
plokščiajam grafui (turint omenyje ir jo išorinę sieną), tai ta 
teorema tinka ir duotajam briaunainiui. 

Remdamiesi Oilerio teorema, galime įrodyti, kad yra penki, ir 
tik penki, skirtingi topologiškai taisyklingi briaunainiai. Briau- 
nainis vadinamas topologiškai taisyklingu, jeigu iš visų jo vir- 
šūnių išeina po tiek pat briaunų ir visos jo sienos turi po tiek 
pat briaunų (86 pav.). 

Sakykime, V — bet kokio iškilojo briaunainio viršūnių skai- 
čius, S — jo sienų skaičius ir B — briaunų skaičius. 

Tarkime, kad iš kiekvienos briaunainio viršūnės išeina po 9 
briaunų ir kiekviena siena turi r kraštinių. Tada 


Vg=2B=5Sr. (1) 


Pasinaudoję Oilerio formule, iš (1) lygybės gauname: 
vo B S. 


179 一 12 l/r’ 


V-B4+S 4gr 
Vg—124+l/r 2442r — qr ' 


4r 
29g + 2r — qr?’ 
29r 
B= —————,' 
29 十 27 一 974 (2) 


49 
S= 29 + 2r — gr" 


V= 


Kita vertus, kadangi V, B, S yra natūriniai skaičiai, tai tei- 
singa šitokia nelygybe: 
2g +2r—gr>0, (3) 
arba 
(g—2)(r—-2) <4. (4) 
Išsprendę (4) nelygybę, gauname leistinas reikšmių 4 ir r 
poras: (3, 3), (4, 3), (3, 4), (5, 3), (3, 5). 
Taigi yra tik penkių tipų topologiškai taisyklingi briaunainiai: 
tetraedras, kubas, oktaedras, dodekaedras, ikosaedras (šie briau- 
nainiai ir juos atitinkantys plokštieji grafai pavaizduoti 84 pav.). 
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Iš Oilerio teoremos išplaukia dar vienas įdomus teiginys: ne- 
ra tokio briaunainio, kuriame nebūtų arba trikampių, arba ketur- 
kampių, arba penkiakampių sienų. 

Briaunainių teorijoje svarbus ir įdomus jų klasifikavimo klau- 
simas. 


Visi iškilieji briaunainiai laikomi nulinės rūšies briaunainiais. 
Yra pirmosios, antrosios ir aukštesnių rūšių briaunainių. Pavyz- 


džiui, 87 paveiksle pavaizduotas pirmosios rūšies briaunainis; jis 
homeomorfiškas torui (88 pav.). 


89 paveiksle pavaizduotas antrosios rūšies briaunainis. 


Nesunku įrodyti, kad briaunainis yra tokios rūšies, kiek jame 
yra kiaurymių, t. y. jeigu briaunainyje yra, p kiaurymių, tai toks 
briaunainis yra p-osios rūšies. Siuo atveju jo viršūnių V, briau- 
nų B ir sienų S skaičiai susiję šitaip: V— 84+S=2—2p. 


SNE == 0 


89 pav. 


87 paveiksle pavaizduoto briaunainio V=16, B=32, S=16. 
[rašę tas reikšmes į formulę V— B4+-S=2—2p, gauname 16—32+ 
+16=2—2p; iš čia p= I. Atskiru atveju, kai p=0, gauname Oi- 
lerio teoremą paprastiesiems briaunainiams (V—B4+-S=2). 

Skaičius 2—2p vadinamas briaunainio Oilerio charakteristika. 


e 11X-- L Bl 1778 57 


Uždaviniai ir pratimai 


40. Įrodykite, kad nulinės rūšies briaunainiui teisinga lygybė 
3S5+45,+555+...=3V5;+4V,+5V5+-.... 

41. Įrodykite, kad bet kokiam nulinės rūšies briaunainiui yra 
teisingos šios nelygybės: 

a) 65S-—- 12>2B8>3S>B14:6, 

b) GV-12>28>-3V=B+6. 

42. Įrodykite, kad bet kokiam paprastajam nulinės rūšies briau- 
nainiui yra teisingos šios nelygybės: 

a) V;1+5;2>8; 

b) 3V,4+2V,4+ Vs=12; 

c) 4V3+2V, +8320; 

d) 4S3 +284 + V320. 

43. Įrodykite, kad nulinės rūšies briaunainis turi bent "vieną 
trikampę sieną (arba bent vieną trisienį kampą). 

44. Įrodykite, kad nėra nulinės rūšies briaunainio, kurio vi- 
sos sienos turėtų daugiau kaip po penkias kraštines (arba kurio 
kiekvienas daugiasienis kampas turėtų daugiau kaip penkias sie- 
nas). 

45. Nulinės rūšies briaunainis turi penkias sienas. Kiek galėtų 
būti jo viršūnių ir kiek briaunų? 

46. Įrodykite, kad bet koks nulinės rūšies briaunainis, netu- 
rintis nei keturkampių, nei penkiakampių. sienų, turi bent ketu- 
rias trikampes sienas. 

47. Įrodykite, kad nėra tokio briaunainio, kurio kiekviena sie- 
na turėtų nelyginį skaičių kraštinių, o pats briaunainis — nely- 
ginį skaičių sienų. 

48. Įrodykite, kad kiekvieno briaunainio sienų su nelyginiu 
skaičiumi kraštinių skaičius visada yra lyginis (pvz., nėra de- 
vyniolikasienio briaunainio, kurio visos sienos būtų trikampiai). 

49. Įrodykite, kad bet koks briaunainis turi lyginį skaičių vir- 
šūnių, iš kurių išeina nelyginis skaičius briaunų. 

50. Tetraedras turi 6 briaunas. Įrodykite, kad nėra briaunai- 
nio, turinčio mažiau briaunų. 

51. Įrodykite, kad nėra briaunainio su 7 briaunomis. 

52. Įrodykite, kad bet kokiam vienajungiam briaunainiui, yra 
teisingos šitokios nelygybės: 3/2 < B/S <3. 

53. Įrodykite, kad bet kokio vienajungio briaunainio trikam- 
pių sienų skaičiaus ir jo trisienių kampų skaičiaus suma ne ma- 
žesnė kaip 8. 
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11. TOPOLOGIJOS PRIEIGOSE 


Mokykliniame geometrijos kurse susipažįstame su figūrų ,Sa- 
vybėmis, susijusiomis su ilgio, kampo didumo, ploto ir tūrio są- 
vokomis. Tokios figūrų savybės vadinamos metrinėmis. Tik labai 
nedaug mokyklinio kurso teoremų ir uždavinių nagrinėja kito- 
kio pobūdžio savybes. 

Išspręskime, pavyzdžiui, šitokį uždavinį. Kiek įstrižainių ga- 
lirna nubrėžti iškilajame dešimtkampyje? 

Jeigu tą uždavinį spręsime tiesiogiai, t. y. nubrėšime visas 
galimas to dešimtkampio įstrižaines (90 pav.) ir mėginsime jas 
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suskaičiuoti, tai įsitikinsime, kad tai padaryti ne visai paprasta. 
Dar sunkiau suskaičiuoti -visas neiškilojo daugiakampio įstri- 
žaines. i i l 

Įsivaizduokime, kad visos daugiakampio įstrižainės — tamprios 
juostelės, įtvirtintos atitinkamose viršūnėse. Tada kiekvieną įstri- 
žainę būtų galima pakelti į erdvę, pavyzdžiui, šitaip: antrąją įstri- 
žainę pakelti šiek tiek aukščiau negu pirmąją; trečiąją — šiek tiek 
aukščiau negu antrąją ir t. t. Pakeltosios įstrižainės nesikirstų 
ir būtų galima be vargo jas suskaičiuoti. Dėl įtempimo pasikeistų 
juostelių ilgiai, kai kurių kampų didumai ir kt., o įstrižainių (juos- 
telių) liktų tiek pat. Tačiau, sprendžiant šį uždavinį, tokie iigū- 
ros elementų pokyčiai nėra svarbūs. Čia susiduriame su geomet- 
rine savybe, kuri nėra metrinė. | 

Topologija ir yra geometrijos dalis, tirianti tas figūrų savy- 
bes, kurios gali būti nustatytos nematuojant ir nelyginant ilgių 
bei kampų didumų ir kurios vis dėlto yra geometrinio pobūdžio. 

Topologija, kaip geometrijos dalis, mokykliniame kurse iš es- 
mės' neniagrinėjama, . netgi neapibūdinama. Tik sprendžiant atski- 
rus uždavinius, remiamasi ligūrų topologinėmis savybėmis (pa- 
vyzdžiui, minėtasis uždavinys apie iškilojo daugiakampio visų 
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įstrižainių skaičių). Tačiau ryšius tarp elementariosios geometri- 
jos ir topologijos nustatyti galima. Čia mėginsime panagrinėti 
kai kuriuos topologijos teiginius, remdamiesi mokyklinio geomet- 
rijos kurso sąvokomis. Be to, parodysime, kad, siekdami išaiš- 
kinti vis esmingesnes iigūrų geometrinės savybes, prieisime prie 
topologijos idėjų. 

Geometrinės transformacijos sąvoka yra viena iš svarbiausių 
mokykliniame geometrijos kurse. Figūrų savybės, kurios išlieka 
atlikus transformaciją F, vadinamos tos transformacijos invarian- 
tais. Pavyzdžiui, figūros savybė išlikti tiese yra centrinės simet- 
rijos invariantas. 

Dabar išnagrinėsime žinomas transformacijas ir jų invariantus. 

1. Centrinė simetrija (91 pav.). 

Nesunku įsitikinti, kad B transformacijos invariantai yra ši- 
tokios tigūrų savybės: 


91 pav. 


1) išlikti tiese; 
2) išlikti atkarpa; 


3) išlikti apskritimu; 

4) išlaikyti to paties didumo kampus; 

5) išlikti to paties ploto; p 
6) išlikti to paties ilgio; 

7) išlikti neuždarąja kreive; 

8) išlikti uždarąja kreive. 

II. Homotetija (92, 93 pav.). 


Palyginus centrinės simetrijos ir homotetijos savybes, paaiš- 
kėja, kad 1, 2, 3, 4, 7, 8 savybės yra taip pat ir homotetijos inva- 
riantai. Tačiau 5 ir 6 savybės jau nėra homotetijos invariantai. 
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Kai kurios iš tų savybių, pavyzdžiui, savybė išlikti to paties 
ilgio ir ploto, yra tik centrinės simetrijos invariantai, tuo tarpu 
figūrų savybės išlikti uždarąja (arba neuždarąja) kreive yra abie- 
jų išnagrinėtųjų transformacijų — centrinės simetrijos ir homote- 
tijos — invariantai. 

Iš visų figūros geometrinių savybių esmingesne laikoma ta, 
kuri išlieka nepasikeitusi po didžiausio skaičiaus transformacijų. 

Iš čia išplaukia, kad figūros savybė išlikti uždarąja (neužda- 
rąja) kreive yra, aiškų, esmingesnė negu savybė išlikti konkre- 
taus ilgio. Be abejo įdomu, kurios iš nagrinėjamosios figūros 
savybių yra esmingiausios. Norint atsakyti į tą klausimą, reikėtų 
įvairiai transformuoti nagrinėjamąją figūrą ir stebėti, kurios tos 
tigūros savybės yra visų (ar bent daugumos) transtormacijų in- 
variantai. Šios savybės, aišku, ir bus esmingiausios. 

Tačiau galima daryti ir šiek tiek kitaip. Juk, jeigu kuri nors 
savybė yra konkrečios transformacijos invariantas, tai ji yra: in- 
variantas visų transformacijų, kurios yra nagrinėjamosios trans- 
formacijos atskiri atvejai. 

Pavyzdžiui, centrinė simetrija yra atskiras homotetijos atve- 
jis. Nesunku įsitikinti, kad centrinė simetrija — tai homotetija su 
koeficientu k= —1. Todėl visi homotetijos invariantai yra ir cent- 
rinės simetrijos invariantai. l 

Iš tikrųjų anksčiau nagrinėtos 1, 2, 3, 4, 7, 8 savybės 一 ho- 
motetijos invariantai — yra ir centrinės simetrijos invariantai. At- 
virkščias teiginys, žinoma, nėra teisingas, nes 5 ir 6 savybės yra 
centrinės simetrijos invariantai, bet nėra homotetijos invariantai. 

Todėl, kad nereikėtų figūros keliskart transformuoti, galima 
rasti bendresne transformaciją, kurios atskiri atvejai būtų anks- 
čiau nagrinėtos transformacijos. Tos bendresnės transformacijos 
invariantai bus ir anksčiau nagrinėtų transiormacijų invariantai. 

Taigi ieškosime atitinkamos transformacijos. Samprotausime 
šitaip. 

Anksčiau nagrinėtos transformacijos yra ieškomosios trans- 
formacijos atskiri atvejai. Stengsimės išaiškinti tas bendras sąly- 
gas, kurias tenkina kiekviena iš nagrinėtųjų konkrečių transfor- 
macijų, ir taip prieisime prie transformacijos charakteristikos. 

Tas sąlygas nesunku rasti. Pirma, abi nagrinėtosios transtor- 
macijos yra abipus vienareikšmės (apgręžiamos); antra, tenkina 
šitokią sąlygą: jeigu X — laisvai pasirinktas fiksuotas figūros 
(pirmvaizdžio) taškas ir X, — jį atitinkantis taškas (taško X at- 
vaizdis, gautas atlikus vieną iš minėtųjų transtormacijų), Y — 
pirmvaizdžio kintamasis taškas ir Y, — taško Y atvaizdis, tai, taš- 
kui Y neaprėžtai artėjant prie taško X, taškas Y, neaprėžtai artės 
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prie taško X,, ir atvirkščiai: taškui Y, neaprėžtai artėjant prie 
taško X,, taškas Y neaprėžtai artės prie taško X. 

Transtormacija, kuri tenkina tą sąlygą, vadinama abipus 如 - 
lydžia. | 

Iš to, kas pasakyta, išplaukia, jog ieškomoji transformacija 
turi būti abipus tolydi ir abipus vienareikšmė. Tokiomis savybė- 
mis pasižyminti transformacija vadinama žopologine. 

Kyla klausimas, ar negalima, toliau apibendrinant, išnagri- 
nėti dar bendresnes transformacijas, kurios būtų tik arba abipus 
vienareikšmės, arba abipus tolydžios ir t. t. 

Pasirodo, kad, atliekant bendresnes negu topologinės transtor- 
macijas, neišlieka tokia svarbi geometrinė savybė kaip matmenų 
skaičius. 

Matmenų sąvokos griežtai neapibrėšime, tik nurodysime, kad 
taško matmenų skaičius yra 0, linijos — I, paviršiaus — 2, erd- 
vės — 3. 

Ar išlieka matmenų skaičius atliekant topologinės transfor- 
macijas? Pasirodo, išlieka. Pavyzdžiui, trimačio kubo negalima 
topologiškai transformuoti į kvadratą. Kad matmenų skaičius yra 
topologinis invariantas, pirmą kartą įrodė L. E. Braueris 1911 m. 

Taigi topologinės transiormacijos "tam tikra prasme yra bend- 
riausios transformacijos, nekeičiančios matmenų skaičiaus. Topo- 
loginių transformacijų invariantai kitaip dar vadinami figūrų 
topologinėmis savybėmis. 

Pavyzdžiui, tai, kad figūra yra paprasta (t. y. nesavikirtė), 
neuždara linija, yra tos figūros topologinė savybė. Topologinė 
transformacija kitaip dar vadinama homeomorfizmu. 

Figūros F ir F’ vadinamos homeomorjiškomis, jeigu yra ho- 
meomoriizmas, transtormuojantis tigūrą F į figurą F’. 

Išnagrinėsime guminio lakšto deformaciją ir nesunkiai įsiti- 
kinsime, kad tokia transformacija yra vaizdus topologinės trans- 
formacijos pavyzdys. 

Įsivaizduokime, kad kokios nors figūros modelis. pagamintas 
iš labai patvarios tamprios medžiagos. Išsiaiškinsime, kokių tos 
figūros transformacijų negalima vadinti topologinėmis. 

Pradėsime nuo topologinės transtormacijos apibrėžimo. Kad 
transformacija būtų topologinė, būtina, pirma, kad ji būtų abipus 
vienareikšmė. Iš čia išplaukia, kad transiormuojant medžiaga, iš 
kurios pagamintas figūros modelis, negali liestis pati su savim. 
Antra, transiormacija turi būti abipus tolydi, t. y. transtormuo- 
jant medžiaga, iš kurios pagamintas figūros modelis, negali trū- 
kinėti. Taip apibrėžtos transtormacijos vadinamos deformacija. 


Deformacija — tai tokia figūros modelio transformacija, ku- 
rią atliekant figūra tempiama, gniuždoma, lenkiama, sukama, bet 
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taip, kad du skirtingi figūros modelio taškai fiziškai nesiliečia ir 
netrūkinėja tos figūros dalys, kurios buvo sujungtos viena su ki- 
ta prieš transformaciją. 

Dabar deformuosime kai kurias geometrinės figūras. Akivaiz- 
du, kad atkarpą AB (94 pav. a) galima deformuoti į lanką (94- 
pav., b), neuždarąją nesavikirtę laužtę (94 pav., c), į bet kokią 
neuždarąją nesavikirtę kreivę (94 pav., d), bet negalima deior- 


a 4 一 一 一 一 一 2 
bA 5 


M VAVAVAVAS, 

P M NB 

SAN IS 
94 pav. | 


muoti į savikirtę kreivę (94 pav.„ e) arba apskritimą, nes tada 
du buvę skirtingi atkarpos taškai sutaps, o tai neleidžiama. 

Apskritimą (95 pav., a) galima deformuoti į ovalą -(95 pav., 
b), trikampį (95 pav., c), kvadratą (95 pav., d), apskritai į bet 
kokį nesavikirtį daugiakampį (95 pav., e), bet kokią uždarąją ne- 
savikirtę kreivę (95 pav., į), bet negalima deformuoti, pavyzdžiui, 
į „aštuoniukę“ (95 pav., g). 

Deiormuojama siera (96 pav., a) gali įgauti „bulvės“ (96 pav., 
b), kubo (96 pav., c), nepakankamai pripūsto sviedinio (96 pav., 


OCAL 0 


95 pav. 


96 pav. 
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d), bet kokio iškilojo daugiakampio iorma，bet jos negalima de- 
formuoti, pavyzdžiui, į torą (97 pav.). 

Torą galima deformuoti į svarstį (98 pav., a), bet negalima 
deformuoti į „riestainį“ (98 pav., b) ir t. t. 

Pabrėšime, kad topologinės transiormacijos sąvoka yra pla- 
tesnė už deformacijos sąvoką. Pavyzdžiui, jeigu figūros modelis 


97 pav. 98 pav. 


buvo perpjautas prieš deformaciją ir pjovimo vietos suklijuotos 
po deformacijos, tai, aišku, yra tam tikra pirmykštės figūros to- 
pologinė transiormacija, tačiau ši transformacija gali ir nebūti 
deformacija. 

Dvi figūros, pavaizduotos 99 paveiksle, yra topologiškai ekvi- 
valenčios tarpusavyje ir kiekviena jų ekvivalenti apskritimui (ar- 
ba žiedui), nes jas galima perpjauti, išpainioti ir vėl suklijuoti. 


28 


99 pav. 


Tačiau, tų figūrų neperpjovus, neįmanoma transformuoti vienos 
į kitą. . 

Anksčiau nagrinėtos figūros 一 apskritimas, ovalas, . trikampis, 
kvadratas, bet koks nesavikirtis daugiakampis, bet kokia užda- 
roji nesavikirtė kreivė — yra homeomoriiškos tarpusavyje. Vadi- 
nasi, kiekvienai tų figūrų porai egzistuoja homeomortizmas, ku- 
riuo iš vienos tų figūrų galima gauti kitą. 

Pagal apibrėžimą visos homeomoriinių figūrų topologinės sa- 
vybės sutampa, todėl topologijoje, nagrinėjančioje tik topologines 
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savybes, visos homeomorfinės figūros laikomos to paties topolo- 
ginio pavyzdžio skirtingais egzemplioriais, kaip tarpusavyje kon- 
gruentūs trikampiai mokykliniame geometrijos kurse. 

Todėl ir įvedama topologinio tipo sąvoka. Kad dvi figūros 
būtų to paties topologinio tipo, būtina ir pakankama sąlyga — 
jos turi būti homeomortinės. 

Anksčiau išvardytos figūros yra to paties topologinio tipo; at- 
karpa, lankas, neuždaroji laužtė — kito topologinio tipo; „aštuo- 
niukė“ nepriklauso nė vienam iš tų tipų. Siera, kubas, iškilasis 
briaunainis yra dar kito topologinio tipo figūros ir kt. 

Taigi vienas iš topologijos uždavinių — klasifikuoti figūras pa- 
gal topologinius tipus, t. y. nustatyti, kokios figūros yra tarpu- 
savyje homeomoriiškos ir kokios. ne. 


Uždaviniai ir pratimai 


54. Ar galima, deformuojant nesavikirtę liniją, gauti savi- 
kirtę? | | 

55. Kokios kvadrato savybės keičiasi ji deformuojant ir ko- 
kios nesikeičia (yra invariantai)? Kodėl kartais sakoma, kad kvad- 
ratas labiau panašus į apskritimą negu apskritimas į žiedą? 

56. Kurios iš 100 paveiksle pavaizduotų figūrų yra homeo- 
moriiškos? 


100 pav. 


57. Kokios rusų abėcėlės raidės yra homeomortiškos raidei 
ŽK, raidei O? Kokios figūros homeomorfiškos trikampiui? (Patei- 
kite pavyzdžių.) 


PABAIGA 
Štai ir šios nedidelės knygelės pabaiga. Tikimės, kad jau to- 
pologijos prieigose sugebėjote pastebėti, kokia įvairiapusiška ir 
įdomi ši matematikos šaka. Skaitydami šią knygelę, su kai ku- 


riomis topologijos sąvokomis susipažinote nuodugniai, o kitos 
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liko nesuvoktos, nes artimesnei pažinčiai su jomis reikia Žinių 
iš kai kurių matematikos skyrių, nejeinančių į mokyklinį kursą. 

Mokiniams, kuriuos sudomino ši knygelė, ir visiems, norin- 
tiems susipažinti su topologija, siūlome paskaityti šias knygas: 


1. Tapanep Mapruu. MaTeMaTHqecKkHe TOIOBOOMKH H pa23B1e4e6H1a.— M.: 1971. 
2. Fapanep Maprun. MaTemaTuueckHe: HOoBeA/Ibi.— M.: 1974. 

3. Kappon Jibionc. Hcropua c ysenkamu.— M.: 1973. 

4. Hoionenn TeHp 3. 520 roroBonomok.— M.: 1975. 

5. Maptun Tapanep. Maremarnueckue nocyru.— M.: 1972. 


Tiems, kurie iš tikrųjų susidomėjo topologija, siūlome šią li- 
teratūrą: S 


1， 几 bxkMH E. B., Ycnenckuuw B. A. MaTemaTHuecKHe 6ecean.— M.—JI.: 1962. 

2. KypauTr P., Po6ónuc F. Uro Takoe mMaremaTuKa.— M.: 1967. 

3. Ope O. [pa 中 pr 1 ux npumenenne.— M.: 1965 1. 

4, Koxcrtep T. C. M. BBeneHHe B reomerpmo.— M.: 1966. į 

5. Panemaxep T., Tenanų O. Užcna n bHrypbi.— M.: 1962. 

6，PouTAHCKH B. T., Ebpemosuu B. A. Ouepk OcCHOBHBIX naeh TONOJOrHH.— 
《MaTreMaTHUeaKOe IpOcBelleHHe>. Moa pen. A. C. lyonosa u ap. Ban. 2, 3, 4, 
6, 1957—1961 rr. 

7. enone B. H., Ebpemosuų B. A, Uro Takoe TOROJOFRHHR? — <Hayka m 
x H3Hb»>, 1970, Ne 8. 

8. Caa1u T. Bapnallwa Ha Temy ueTbipex Kpacok.— B c6.: IIpoGmeMPI COB- 
pemeHHoKH MaTeMaTHKH.— M.: <3HaHHey， 1975. 


+ 


Tikimės, kad knygelės pavadinime esantis kvietimas „Susipa- 
žinkimę su topologija“ ir bus kvietimas veikti. 


“1 Ši knygelė išversta į senų kalbą (Orė 0. Grafai ir jų pritaikymas.— 
V.: Mintis, 1973.) — Vert. past. 


ATSAKYMAI, NURODYMAI IR SPRENDIMAI 


1. Figūros (grafo), kurios visos viršūnės yra lyginės, 

2. Figūros (grafo), kurios tik dvi viršūnės nelyginės, o visos Kitos lyginės. 

3. a, d, e. 101 paveiksle parodytas vienas iš 10 paveiksle, d, pavaizduotos 
figūros apėjimo variantų. 

4. Iš tikrųjų, jeigu 2 paveiksle pavaizduotame grafe pašalinsime (arba 
pridėsime) vieną briauną, tai gautasis grafas turės tik dvi nelygines viršūnes. 
Taigi jis bus unikursalioji figūra. i 


5. C, M, N ir kt. 
6. 6 arba 7 (vienoje jų — ekskursijos pradžia, kitoje — pabaiga). 
7. a) 6; b) 2; c) 2 (įskaitant pieštuko atitraukimą nuo popieriaus baigus 
braižyti figūrą). | | 
8. 2 arba -6 (jeigu važiuoti pradėta iš 2 sankryžos, tai garažas yra ties 
6 sankryža, ir atvirkščiai). 
9. 101. 
10. 31. ` | 
11.-72. Nurodymas. Į Oilerio formulę įrašykite reikšmes S=7 ir B=77. 
12. 612 m (laikoma, kad punktuose A ir B.movų nėra). 
13. 16 km 812 m. . 
14. 23 kartus. Nurodymas. Naudokitės formule T—M=1, kai T=24, 
18. Pirštą įremkite taip, kad bet koks spindulys, išvestas iš taško, kuriame 
pirštas liečia stalą, kirstųsi su siūlu nelyginį skaičių kartų. 
19. Nurodymas. Zr. skirsnio „Labirintai“ 3 uždavinio sprendimą. 
20. 3 autobusų. 
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21. Dviejų trikampių kontūrai gali kirstis daugiausia 6 taškuose, Šiuo 
atveju V=64+34+3=12; tada grafo briaunų bus B=18 (28=2-644-6). Tas 
V ir B reikšmes įrašę į Oilerio formulę, gausime S=8. 

22. 10 (žr. 21 uždavinio sprendimą). 

23. 6.. 

24. 16. 

25. Kiekviename m-kampyje galima nubrėžti n—3 nesikertančias įstrižai- 
nes. Iš Oilerio formulės, kai V=n, B=2n—3, gausime S=n1—1. Kadangi čia 
įskaityta ir daugiakampio išorinė sritis, tai trikampių sričių bus S;=S—1, t. y. 
n-2. | r 

26. Jeigu apskritimų sankirtos taškus laikysime grafo viršūnėmis, tai tas 
grafas bus plokščias. Jo viršūnių bus V=n(n—1), o briaunų — B=2V. Iš Oi- 
lerio formulės gausime S=n(n—1)+2. 

27. 2n+2. Nurodymas. Apskritimą galima laikyti m-kampiu, kurio 
mæn. l 

A 28. Į n+m+2 sritis; iš jų yra m+n trikampių, viena m-kampė ir viena 
n-kampė. | 

29. a) n(n—1)/2 taškų; b) 8 tiesės. Nurodymas. n tiesių gali kirstis 
daugiausia EE taškų; atkarpų, sudarančių uždarąsias sritis, yra n(n—2). 
Pasinaudoję Oilerio formule, rasime sienų skaičių S= (n*—3n)/24+2. Tada už- 
daryjų sričių bus (n2—3n)/24+1. Išsprendę lygtį (n2—3n)/24+1=21, rasime n=8. 

30. Į] 2n4+m4+k trikampių sričių. Nurodymas. Uždavinio situaciją ati- 
tinka, plokščiasis grafas. Todėl V=n4+m+k, B= (3S1+m4+-k)/2, S=S34+2. To- 
liau naudokitės Oilerio formule. (Atkarpomis junkite tik skirtingų apskritimų 
taškus. 

T aita) žvalgų. Nurodymas. Remkitės 10 uždaviniu, pateiktu 
skirsnyje „Oilerio teorema apie plokščiąjį grafą“. 

32. Iš uždavinio sąlygos išplaukia, kad yra teisingas sąryšis 2B=3S, tai- 
gi S — lyginis skaičius. 

33. Nurodymas, Zr. „dviejų spalvų“ teoremą. 

34. Nurodymas. Žr. „dviejų spalvų“ teoremą. 

35. Nurodymas. Įrodykite, kad uždavinio situaciją atitinka grafas, ku- 
rio kiekviena viršūnė yra lyginio laipsnio; remkitės „dviejų spalvų“ teorema, 

36. Nurodymas. Pakanka nubraižyti tokį žemėlapį (plokščiąjį grafą), 
kurio kiekviena sritis ribotųsi su lyginiu skaičiumi sričių. 

37. Nurodymas, Taikykite „dviejų spalvų“ teoremą. 

38. Priešingas sienas spalvinkite ta pačia spalva. 

39. Vienas iš būdų pavaizduotas 102 paveiksle. 

40.2B=3554+45,+5S5+... ir 2B=3V54+4V,+5V5+-..., taigi 3Ss 十 494 十 
+5S5,+...=3V541+4V,+5V54+-.... 

41. Sprendimas. a) pritaikę Oilerio teoremą, gausime 6V—6B4-65= 12; 
iš čia 6S—12=6B-—6V. Kita vertus, 3V<2B, taigi 6S—12>2B 
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Įrodysime, kad 2B>3S. Iš tikrųjų 2B=3554+45,1+5S5+...>355+354+ 
+3Ss+...=3(S3+ S+ Ss+. ..)=3S. Taigi 2B>35. 

Pagaliau jrodykime，kad yra teisingas sąryšis 3S>B46. Iš tikrųjų 3V— 
—3B+3S=6; iš čia 35=3B-—3V4+6. [rašę 2B>3V, gausime 3S>B+6. 

b) įrodoma panašiai kaip ir a). 

42. a) Pritaikę Oilerio teoremą, gausime 4V—4B+4S=8. Į šią lygybę 
įrašę reikšmes , 


28=3$,4+45,+555+..., 

2B=3V;+4V,4+5V;+-.., 
V=V:+V,+ Vst.. a 
9 一 3 十 4 十 9095 十. ..， 


gausime 
4(Vs+ V. + Vs+...)— (3V5+4V4+5V5+...)- (355+ 
+4S,+5S5+. š .) 十 4(S3 十 4 十 36 十 ， . .) +8; 


iš čia Vs 十 33 之 8. 

b) Nurodymas. Oilerio formulės abi puses padauginkite iš 6 ir lai- 
kykite, kad 4B>6S (žr. 41.a uždavinį). 

c d) Nurodymas. Oilerio formulės abi puses padauginkite iš 10 ir 
įrašykite į ją- V, B ir.S reikšmes. 

43. Zr. 42.a uždavinio sprendimą. 

44. Įrodykime prieštaros metodu. Tarkime, kad yra toks paprastasis briau- 
nainis, kurio kiekviena siena turi“ daugiau kaip 5 briaunas. Tada teisingos 
nelygybės 6S<2B ir 3V<2B. Įrašę S ir V reikšmes į Oilerio formulę, gau- 


sime 

2B/3— B +B/3 >2, arba 0 之 2. Gavome prieštarą. 

45. Sprendimas. Kadangi 3S<2B, B>15/2 ir B — natūrinis skai- 
čius, tai B>8. Kita vertus, 3S>B+6 (žr. 43 uždavinį), iš čia gauņame 
B<9. Iš nelygybių B>8 ir B<9 išplaukia, kad B gali būti lygus 8 arba 9. 

a) Jeigu B=8, o S=5, tai iš Oilerio formulės gauname V=5. Toks briau- 
nainis yra, pavyzdžiui, keturkampė piramidė. 

Jeigu B=9, o S=5, tai V=6. Toks briaunainis irgi yra; pavyzdžiui, 
nupjautinė trikampė piramidė. 
> Taigi uždavinys turi du sprendinius: (B=8, S=5, V=5) ir (B=9, S=5, 
=6). i 
46. Iš Oilerio formulės gauname 6V—6B-+6S=12. [rašę GV<4B, 2B= 
一 33: 十 494 十 5S5 二 ...ir S=8S; +5,1+55+..., gausime 4B—4B-— (3S3 +48,1 + 5S6 + 
+...)+6(S5+S,+S5+...)>12, arba 35,1+25S,4-S;>12. Kadangi uždavinio są- 
lygoje S,=S;=0, tai 3S,>12; iš čia S,>4. | 

47. Įrodysime prieštaros metodu, Tarkime, kad yra toks paprastasis briau- 
nainis, kuris atitinka uždavinio sąlygą. Tada 2B=35545S54+751+...= (5;+ 
+S;+S;+...) +2(S;+2S51+357+....). | 

Kadangi Ss 十 5%5 十 S7 一 nelyginis skaičius, o 2(S4+2S5+...)— lyginis skai- 
čius, tai jų suma turi būti nelyginis skaičius, bet 2B — lyginis skaičius. Ga- 
vome prieštarą. | 

48. Zr. 49 uždavinio sprendimą. 

49. Iš tikrųjų lygybę 2B=3V54+4V,4+5V5+... galima užrašyti kitaip: 2 有 一 
=(Vs+Vs+-V7+...)1+2(V5:4+2V,+2V5;4+...). Iš čia išplaukia, kad V3+V5+ 
+ Vz. ..— lyginis skaičius. | 

50. Tarkime, kad yra toks paprastasis briaunainis, kurio briaunų skaičius 
mažesnis kaip 6 (B<5). Kadangi bet kokiam paprastajam briaunainiui yra 
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teisingas sąryšis 3V<2B, tai VY 和 2.5/3，arba V<3!/. Gavome prieštarą: 
šio briaunainio V<<3. Tai neįmanoma, nes bet kokio paprastojo briaunainio 
Y 之 4. | 

51. Tarkime, kad yra toks briaunainis, kuris turi B=7 briaunas. Rasime 
jo viršūnių skaičių: 3V<2-7, V<42/; iš čia V<4 (natūrinis skaičius). Iš 
Oilerio formulės gauname S$=24+7—4=5. Kadangi kiekviena siena turi ne 
daugiau kaip 3 kraštines, tai 3S<2B, bet 3-5<2-7. Gautoji prieštara reiš- 
kia, kad B7. | 

52. Zr. 43 uždavinio“ sprendimą. 3S<2B8 ir 3S>B;+6; iš čia gauname 
3/2< B/S, 3S>B arba B/S<3. Vadinasi, 3/2 < B/S<3. 

53. Zr. 42.a uždavinio sprendimą. 

54. Negalima. "E £ 

55. Atliekant topologines transformacijas, keičiasi kvadrato plotas, kampų 
didumas, briaunų tiesumas ir kt. Invariantai yra kvadrato kontūro tolydumas,. 
Oilerio charakteristika (V—B4S=2), kvadrato kontūras išlieka nesavikirtis 
ir kt. Kvadratas labiau panašus į apskritimą negu apskritimas į žiedą todėl, 
kad apskritimas ir kvadratas yra homeomoriinės figūros (topologiškai vieno- 
dos), o apskritimas ir. žiedas nėra homeomoriinės figūros. ` 

56. a homeomortiška b, c homeomoriiška d 

57. Raidėms O ir JK homeomoriiškų raidžių nėra. 
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